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ÂÂÅÄÅÍ È Å

Òóðáóëåíòíîñòü îñòàåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ìåõàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Çà ïî÷òè ñòîëåòíþþ èñòîðèþ åå
èçó÷åíèÿ ïðåäëîæåíû äåñÿòêè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ, ïî÷òè âñåãäà îòðà-
æàþùèå íàèáîëåå àêòèâíî ðàçâèâàåìûå ïåðñïåêòèâíûå íàïðàâëåíèÿ ìàòå-
ìàòèêè è ôèçèêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåðèîäà âðåìåíè. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôè-
çèêà è òåîðèÿ âåðîÿòíîñòè, òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè, ôóðüå àíàëèç è ïðÿìûå
÷èñëåííûå ìåòîäû, òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, òåîðèÿ ôðàêòàëîâ è âåéâ-
ëåò-àíàëèç - âîò äàëåêî íå ïîëíûé ïåðå÷åíü îáëàñòåé íàóêè, êîòîðûå äàâà-
ëè îñíîâíûå èäåè èññëåäîâàòåëÿì òóðáóëåíòíîñòè.

Òåîðèÿ òóðáóëåíòíîñòè äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ. Ïðîäîëæàþò
ïîÿâëÿòñÿ è âñå íîâûå ïîäõîäû ê åå èçó÷åíèþ. Ðàñòåò ÷èñëî ìîäåëåé, ïðåä-
ëàãàåìûõ äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ îòäåëüíûõ åå ñâîéñòâ.  Äàòü ïðåäñòàâëå-
íèå îá îñíîâíûõ èäåÿõ, äâèæóùèõ ýòîò ïðîöåññ, ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîç-
ìîæíîñòè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ è ïîêàçàòü ïðîáëåìû, èìè íå ðàçðåøåííûå,
ïðåäñòàâèòü ñîâðåìåííûå ìîäåëè, íå âîøåäøèå åùå â ó÷åáíèêè è íå ñòàâ-
øèå õðåñòîìàòèéíûìè - âîò öåëü ïðåäëàãàåìîãî êóðñà ëåêöèé.

Êóðñ ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ñòóäåíòîâ ñïåöèàëüíîñòè "ïðèêëàäíàÿ ìàòå-
ìàòèêà", îðèåíòèðóþùèõñÿ íà ðàáîòó â íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ ó÷ðåæ-
äåíèÿõ è íà êàôåäðàõ, â îñîáåííîñòè òåõ, ÷òî ñâÿçàíû ñ ðåøåíèåì çàäà÷ ìå-
õàíèêè æèäêîñòè è ãàçà. Â òî æå âðåìÿ, â êóðñå ðàññìàòðèâàþòñÿ è îáùèå
ïîäõîäû ê ìîäåëèðîâàíèþ ñëîæíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîëåçíûìè ñïåöèàëèñòàì, çàíèìàþùèìñÿ ìîäåëèðîâàíèåì ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ (è íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèõ) ñèñòåì è ÿâëåíèé. Êóðñ ðàññ÷èòàí íà
ñòóäåíòîâ, ïîëó÷èâøèõ øèðîêóþ áàçîâóþ ïîäãîòîâêó ïî îñíîâíûì ìàòå-
ìàòè÷åêèì äèñöèïëèíàì, âêëþ÷àÿ ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ôóíê-
öèîíàëüíûé àíàëèç è òåîðèþ âåðîÿòíîñòè, à òàêæå ïðîñëóøàâøèõ ñïåö-
êóðñû ïî ìåõàíèêå (ìåõàíèêó ñïëîøíûõ ñðåä, òåîðèþ îïðåäåëÿþùèõ ñîîò-
íîøåíèé).

Êóðñ ëåêöèé ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâóþ ÷àñòü âêëþ÷åíû òðè
ãëàâû, âêëþ÷àþùèå â îñíîâíîì ñâåäåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â ðàçëè÷-
íûõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ, íî ñîáðàííûå âîåäèíî è èçëîæåííûå â ñâåòå
çàäà÷, îáñóæäàåìûõ â ýòîì êóðñå. Âòîðàÿ ÷àñòü ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû, êî-
òîðûå, çà ðåäêèì èñêëþ÷åíèåì, íå âîøëè åùå â êíèãè è ìîãóò áûòü íàéäå-
íû òîëüêî â îðèãèíàëüíûõ ñòàòüÿõ.

Ï åðâàÿ ãëàâà ñîäåðæèò áàçîâûå ñâåäåíèÿ ïî äèíàìèêå íåñæèìàåìûõ
æèäêîñòåé, âêëþ÷àÿ âûâîä óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ èäåàëüíîé è âÿçêîé
æèäêîñòè è ïðèìåðû çàäà÷, èìåþùèõ òî÷íûå ðåøåíèÿ. Äàíû îñíîâû òåî-
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ðèè óñòîé÷èâîñòè, èìåþùåé âàæíåéøåå çíà÷åíèå â ïîíèìàíèè ïðîáëåì ïå-
ðåõîäà îò ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé ê òóðáóëåíòíûì. Ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ
äâå çàäà÷è : óñòîé÷èâîñòü ïëîñêîãî òå÷åíèé Ï óàçåéëÿ (çàäà÷à Îððà-
Çîììåðôåëüäà) è çàäà÷à Ðåëåÿ î êîíâåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè ïîäîãðåâàå-
ìîãî ñíèçó ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïîñëåäíÿÿ çàäà-
÷à ïðåäâîðÿåòñÿ âûâîäîì óðàâíåíèé ñâîáîäíîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè
Áóññèíåñêà è îáñóæäåíèåì íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè íåîäíî-
ðîäíî íàãðåòîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå ñèë òÿæåñòè. Îñîáîå âíèìà-
íèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñó î áåçðàçìåðíîì ïðåäñòàâëåíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ,
î çàêîíàõ ïîäîáèÿ è î áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðàõ è èõ ðîëè â îïèñàíèè
ïðîöåññîâ ïåðåõîäà ê õàîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ. Ãëàâà çàêàí÷èâàåòñÿ âûâî-
äîì ìàëîìîäîâîé ìîäåëè êîíâåêöèè (ìîäåëü Ëîðåíöà). Ýòîò âûâîä èìååò
ìåòîäè÷åñêóþ öåëü - ïîêàçàòü è îáñóäèòü ïðîáëåìó ïðîåêòèðîâàíèÿ íåëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ íà êîíå÷íîìåðíûé áàçèñ è ïåðåõîä îò óðàâíå-
íèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì. Â òî æå âðåìÿ ïîäðîáíûé âûâîä ìîäåëè ïîëåçåí, òàê êàê ïîëó÷åííàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñëåäóþùåé ãëàâå, ãäå ïîäðîáíî
îáñóæäàþòñÿ åå ñâîéñòâà.

Çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ïðèðîäû è ñâîéñòâ òóðáóëåíò-
íîñòè ïðîèçîøåë â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ áëàãîäàðÿ óñïåõàì òåîðèè äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïîçâîëèâøèì ïîíÿòü êàê õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå âîçíèêà-
åò â äåòåðìèíèðîâàííûõ ñèñòåìàõ. Ýòèì ðåçóëüòàòàì ïîñâÿùåíà âòîðàÿ
ãëàâà, â êîòîðîé ïðèâîäÿòñÿ áàçîâûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è îáñóæäàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà è äàíû ïðèìåðû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Îáñóæäàþòñÿ îñîáåííîñòè ýâîëþöèè êîíñåðâàòèâíûõ
è äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì. Äëÿ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ââîäèòñÿ ïîíÿòèå àò-
òðàêòîðà, îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà àòòðàêòîðîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì. È ç-
ëàãàþòñÿ êðàòêèå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè  ôðàêòàëîâ, äàåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåí-
íîé ðàçìåðíîñòè è îïèñàíû àëãîðèòìû îïðåäåëåíèÿ ðàçìåðíîñòè àòòðàê-
òîðîâ ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì.  Äàíû îñíîâû òåîðèè  áèôóðêàöèé, ðàññìîò-
ðåíû íåêîòîðûå ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ïåðåõîäà ê õàîñó  è õàðàêòðåèñòèêè
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè ïåðèîäè÷åñêîì è  õàîòè÷åñêîì ïîâåäåíèè  (ñå÷å-
íèÿ Ï óàíêàðå, ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà, ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà, ñïåêòðû Ô ó-
ðüå). Îïèñàíû è îáñóæäåíû îñíîâíûå ñöåíàðèè ïåðåõîäà îò ïîðÿäêà ê õàî-
ñó: ñöåíàðèé Ëàíäàó, ñöåíàðèé Ðþýëÿ è Òàêêåíñà, ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñ-
êàä. Â çàêëþ÷åíèå ãëàâû ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèìåðû ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, äåìîíñòðèðóþùèõ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå. Ïðîâåäåí ïîäðîáíûé
àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìîäåëè Ëîðåíöà, óðàâíåíèÿ êîòîðîé âûâåäåíû â ïåðâîé
ãëàâå. Ðàññìîòðåíà òàêæå ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü ãåíåðàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ
Çåìëè (äèíàìî Ðèêèòàêè), âîñïðîèçâîäÿùàÿ ýôôåêò ñëó÷àéíûõ ïåðåáðîñîâ
íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíû è îáñóæäåíû òàêæå ðåçóëüòàòû
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ýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ õàîòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî òå÷åíèÿ â
çàìêíóòîé ïîëîñòè.

Â òðåòüåé ãëàâå íà÷èíàåòñÿ çíàêîìñòâî ñ ìåòîäàìè îïèñàíèÿ ðàçâè-
òîé òóðáóëåíòíîñòè, à èìåííî, ñ èñòîðè÷åñêè ïåðâûì è íàèáîëåå ðàçâèòûì
ïîäõîäîì ê îïèñàíèþ òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ. Ýòî ïîäõîä Ðåéíîëüäñà è
âûðîñøèå èç íåãî ìíîãî÷èñëåííûå ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè òóðáóëåíò-
íîñòè. Íà÷èíàåòñÿ ãëàâà ñ îïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ ñëó÷àé-
íûõ ïîëåé, õàðàêòåðèçóþùèõ òóðáóëåíòíûé ïîòîê. Äàëåå äàí âûâîä óðàâ-
íåíèÿ Ðåéíîëüäñà äëÿ ñðåäíèõ ïîëåé è îáñóæäàþòñÿ âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ
ïîÿâëåíèåì â óðàâíåíèÿõ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà. Ïîêàçàíî, êàê
ïîëó÷àåòñÿ öåïî÷êà óðàâíåíèé Ô ðèäìàíà-Êåëëåðà è ôîðìóëèðóåòñÿ ïðî-
áëåìà çàìûêàíèÿ. Ðàçãîâîð î ïóòÿõ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû íà÷èíàåòñÿ ñ
îïèñàíèÿ ãèïîòåçû Áóññèíåñêà äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé, îïðåäåëåíèÿ ïîíÿ-
òèÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè, îïèñàíèÿ è îáñóæäåíèÿ ìîäåëè ïóòè ñìåøåíèÿ
Ï ðàíäòëÿ. Â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ðàññìîòðåíû áîëåå ñëîæíûå ìîäå-
ëè: ìîäåëè ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè è äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè
òèïà ε−k  ìîäåëè. Ï îëóýìïèðè÷åñêèì ìîäåëÿì â ïðåäëàãàåìîì êóðñå ëåê-
öèé óäåëåíî ñðàâíèòåëüíî ñêðîìíîå ìåñòî ïî äâóì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ,
èìåííî ýòîò ïîäõîä íàèáîëåå ïîëíî îñâåùåí â ëèòåðàòóðå è ìîæåò áûòü
ñâîáîäíî èçó÷åí ïî ó÷åáíèêàì. Âî-âòîðûõ, îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî êóðñà
ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ñ ìåòîäàìè èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ìåëêîìàñøòàáíîé òóð-
áóëåíòíîñòè (îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè), êîòîðàÿ êàê ðàç è
îñòàåòñÿ çà ïîëåì çðåíèÿ ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé. Ïîýòîìó îïèñàíèå
ýòèõ ïîäõîäîâ íåîáõîäèìî òîëüêî äëÿ îáùåãî çíàêîìñòâà ñ èäåîëîãèåé ìå-
òîäà, äàþùåãî âîçìîæíîñòü ññûëàòüñÿ íà íåãî â äàëüíåéøåì è ïðîâîäèòü
íåîáõîäèìûå ñðàâíåíèÿ.
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1  ÎÑÍÎÂÛ

1.1 Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè

Ãèäðîäèíàìèêà - ýòî ðàçäåë ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, îïèñûâàþùèé
äâèæåíèå æèäêîñòåé è ãàçîâ â ðàìêàõ ìîäåëè ñïëîøíîé ñðåäû.  Ïîñëåäíåå
îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàñøòàáû   λ>>l , ãäå  λ - äëèíà ñâîáîäíîãî
ïðîáåãà ìîëåêóë.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ôèçè÷åñêè áåñêîíå÷íî ìàëûé îáúåì, è ââîäÿòñÿ õà-
ðàêòåðèñòèêè ñðåäû: ñêîðîñòü  v

r
è äâå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû: äàâ-

ëåíèå  P è ïëîòíîñòü ρ .

1.1.1 Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè

Çàêîíû äâèæåíèÿ âûâîäÿòñÿ èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ñíà÷àëà èñïîëü-
çóåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà. Â ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðóåòñÿ íåêîòîðûé
îáúåì V, îãðàíè÷åííûé ïîâåðõíîñòüþ S , ìàññà êîòîðîãî ðàâíà

dVm
V
∫= ρ .

È çìåíåíèå ìàññû ýòîãî îáúåìà åñòü

∫∂
∂=

∂
∂

V

dV
t

m
t

ρ ,

à  âûòåêàþùèé èç  îáúåìà ïîòîê æèäêîñòè

dSvn
S
∫ρ .

 Åñëè çà ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå ïðèíÿòü íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
èç ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåìà, òî óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ìàññû ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

∫∫ −=
∂
∂

S
n

V

dSvdV
t

ρρ .
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Ï ðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òåîðåìå Îñòðîãðàäñêîãî-
Ãàóññà

∫ ∫=
S V

n dVvdivdSv )(
rρρ .

Òîãäà

( ) 0=



 +
∂
∂∫ dVvdiv

t
rρρ

,

à òàê êàê ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî îáúåìà, òî
ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ

( ) 0=+
∂
∂

vdiv
t

rρρ
,                                                         (1.1)

êîòîðîå íàçûâàþò óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè (íåðàçðûâíîñòè). Äëÿ
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïëîòíîñòü åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ  ( const=ρ ) è
óðàâíåíèå (1.1) óïðîùàåòñÿ:

.                   ( ) 0=vdiv
r                                                (1.2)

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè ñïðàâåäëèâî è äëÿ
èäåàëüíîé, è äëÿ ðåàëüíîé æèäêîñòè.

1.1.2 È äåàëüíàÿ æèäêîñòü

Óðàâíåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè âûâåäåì ñíà÷àëà äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè.
È äåàëüíàÿ æèäêîñòü- ýòî æèäêîñòü áåç âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà äëÿ äâèæóùåãîñÿ æèäêîãî îáúåìà åñòü

( ) ∑∫ = iFdvv
dt
d rρ ,

ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ñóììà âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âûäåëåííûé
îáúåì. Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ñèëû òÿæåñòè è ñèë äàâëåíèÿ, çàïè-
øåì

( )∫ ∫ ∫−+=
V V S

dSPdVgdVv
dt
d rr ρρ .
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∫ ≡ 0dV
dt
dρ  (èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî æèäêîé ÷àñòèöå, òî

åñòü ïî çàäàííîìó êîëè÷åñòâó æèäêîñòè, à íå ïî çàäàííîìó îáúåìó), ìîæíî
ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå â âèäå

( ) ( )∫ ∫ ∇−=
V

dVPgv
dt
d rr ρρ

è, ñíîâà èñõîäÿ èç ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà îáúåìà ÷àñòèöû, ïåðåéòè ê
äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå

ρ
P

g
dt
vd ∇−= r
r

.                                                     (1.3)

Âõîäÿùàÿ â  óðàâíåíèå ïðîèçâîäíàÿ 
dt
vd
r

 -  ýòî ñóáñòàíöèîíàëüíàÿ

ïðîèçâîäíàÿ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò èçìåíåíèå ñêîðîñòè æèäêîé ÷àñòèöû.
Ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿ îòäåëüíûõ æèäêèõ ÷àñòèö íàçûâàåòñÿ ïîäõîäîì
Ëàãðàíæà ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ æèäêîñòè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ïðåä-
ïî÷òèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä Ýéëåðà, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â îïèñàíèè
õàðàêòåðèñòèê æèäêîñòè â çàäàííîé òî÷êå. ×òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèå
äâèæåíèÿ â ôîðìå Ýéëåðà, íóæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ñóáñòàíöèîíàëü-
íîé è ëîêàëüíîé ïðîèçâîäíûìè. Çàïèøåì ïðèðàùåíèå ñêîðîñòè

dz
z
v

dy
y
v

dx
x
v

dt
t
v

vd
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=
r

r

è ïîëó÷èì èç íåãî ñâÿçü ñóáñòàíöèîíàëüíîé (ïîëíîé) ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè ñ ÷àñòíîé ïðîèçâîäíóþ ñêîðîñòè ïî âðåìåíè (èçìåíåíèå ñêîðîñòè
â çàäàííîé òî÷êå)

z
v

v
y
v

v
x
v

v
dt
v

dt
dz

z
v

dt
dy

y
v

dt
dx

x
v

t
v

dt
vd

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+∂=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=

rrr
,

èëè

( )vv
t
v

dt
vd rr

rr
∇+

∂
∂= .                                                 (1.4)

È ñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà,
ïîëó÷åííîìó èì åùå â 1755 ã.:

( ) gPvv
t
v rrr
r

+∇−=∇+
∂
∂

ρ
1  .                                         (1.5)
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Ãèäðîñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ïîëó÷àåòñÿ ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿ
äâèæåíèÿ, òî åñòü ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè è ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè:

00 ==
∂
∂

vè
t

r .

Òàêèì îáðàçîì,

0
1 =+∇− gp

r
ρ

,                                                (1.6)

èëè gp
rρ=∇ . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñèëà òÿæåñòè íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî âíèç

è ñ÷èòàÿ, ÷òî ïî âåðòèêàëè íàïðàâëåíà êîîðäèíàòà z , ò.å. zegg
rr −= ,  ïîëó÷èì

g
z
P ρ−=
∂
∂ ,      à     gzPP ρ−= 0 .

Çàïèøåì òåïåðü ïîòîê èìïóëüñà â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Îòìåòèì,
÷òî â äàëüíåéøåì ìû èíîãäà  ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè áóäåì îáîçíà÷àòü
êàê t∂  .

ititit vvv ρρρ ∂+∂=∂ )(

Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè ïåðåïèøåì â âèäå

( )
0=

∂
∂−∂

k

k
t x

vρρ ,

à óðàâíåíèå Ýéëåðà (1.5) â âèäå

ië

i
kit x

P
x
v

vv
∂
∂−

∂
∂−=∂

ρ
1 .

Ï îäñòàâèì äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû â âûðàæåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ èì-
ïóëüñà:

( ) ( ) ( )

( ) ( )kiik
k

ki
kk

ik

ki
kik

k
i

ik

i
kit

vvP
x

vv
xx

P

vv
xx

P
x
v

v
x
P

x
v

vv

ρδρδ

ρρρρ

+
∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−=

=
∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−=∂

è ââåäåì  òåíçîð ïëîòíîñòè ïîòîêà èìïóëüñà, îïèñûâàþùèé ïåðåíîñ
i-îé êîìïîíåíòû èìïóëüñà ÷åðåç ïëîùàäêó, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ k-îé îñè
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kiikik vvP ρδ +=∏  .       (1.7)

Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ èìïóëüñà çàïèøåòñÿ â âèäå

   ( )
k

ik
i x

v
t ∂

∏∂−=
∂
∂ ρ ,        (1.8)

à äëÿ êîíå÷íîãî îáúåìà

∫∫∫ ∏−=
∂
∏∂−=

∂
∂

S
kik

V k

ik
i

V

dSVd
x

dVv
t
ρ .

Í àìè íå èñïîëüçîâàí çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Í àïîìíèì, ÷òî ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ èäåàëüíàÿ æèäêîñòü, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â æèäêîñòè  îòñóòñò-
âóþò  òåïëîîáìåí è òðåíèå. Â òàêîì ñëó÷àå  äâèæåíèå àäèàáàòè÷íî  â êàæ-
äîé æèäêîé ÷àñòèöå. Ñëåäîâàòåëüíî, çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè âûëèâàåòñÿ
â óòâåðæäåíèå, ÷òî ýíòðîïèÿ êàæäîãî æèäêîãî ýëåìåíòà îñòàåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé

0=
dt
dS .

Ï åðåõîäÿ îò ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà ê ïåðåìåííûì Ýéëåðà, ïîëó÷àåì

 ( ) 0=∇+
∂
∂

Sv
t
S .     (1.9)

1.1.3 Ðåàëüíàÿ æèäêîñòü

Ðåàëüíàÿ æèäêîñòü - ýòî æèäêîñòü ñ âÿçêîñòüþ (âíóòðåííèì òðåíèåì)
è òåïëîïðîâîäíîñòüþ.  Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ
èçîòåðìè÷åñêîé æèäêîñòè è äëÿ íà÷àëà åùå ðàç íàïîìíèì, ÷òî óðàâíåíèå
íåïðåðûâíîñòè (1.1) ñïðàâåäëèâî è äëÿ ðåàëüíîé æèäêîñòè, òàê êàê åãî âû-
âîä îñíîâûâàëñÿ òîëüêî íà çàêîíå ñîõðàíåíèÿ âåùåñòâà.Äàëåå âîñïîëüçó-
åìñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà, çàïèñàííûì â ôîðìå çàêîíà äëÿ ïåðåíîñà èìïóëü-
ñà (1.7)-(1.8), è ïîïûòàåìñÿ äîïèñàòü â íåãî ñëàãàåìûå, îòâå÷àþùèå çà ïå-
ðåíîñ èìïóëüñà â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ âÿçêèõ ñèë

( ) ( )

( )ikikki
k

ikki
k

i

pvv
x

âÿçêîñòèçàèçèìïóëüñàïîòîêpvv
x

v
t

σδρ

δρρ

′−+
∂
∂−=

=−++
∂
∂−=

∂
∂
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ãäå âåëè÷èíà ikσ = ikikp σδ ′−  íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé, à ikσ′-
òåíçîðîì âÿçêèõ íàïðÿæåíèé.

Òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ikσ′  äîëæåí õàðàêòåðèçîâàòü íåîäíîðîä-
íîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü  ïðîèçâîäíûìè ïîëÿ ñêîðî-
ñòè

......,,
2

ki

i

k

i

xx
v

x
v

∂∂
∂

∂
∂  .

 Òðåáóåòñÿ óãàäàòü ôîðìó çàâèñèìîñòè òåíçîðà âÿçêèõ íàïðÿæåíèé îò
ýòèõ ïðîèçâîäíûõ. Íà ýòîì ýòàïå äåëàåòñÿ ñàìîå âàæíîå îãðàíè÷åíèå íà
ïóòè ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ó÷èòûâàþòñÿ
òîëüêî ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ ñêîðîñòè. Êàæåò-
ñÿ åñòåñòâåííûì, ÷òî îäíîðîäíîå ïîëå ñêîðîñòè íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
âÿçêèõ íàïðÿæåíèé. Íóæíî, îäíàêî, ó÷åñòü, ÷òî åñòü ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé,
êîãäà ïîëå ñêîðîñòè íåîäíîðîäíî, à âÿçêèå íàïðÿæåíèÿ âîçíèêàòü íå
äîëæíû. Ýòî ñëó÷àé òâåðäîòåëüíîãî âðàùåíèÿ æèäêîñòè.

Ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ,
óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó òðåáîâàíèþ. Ýòî







∂
∂+

∂
∂

i

k

k

i

x
v

x
v         è             

k

k

x
v

v
∂
∂=rdiv

(çäåñü è äàëåå ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èí-
äåêñàì).1

Îáùèé âèä òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïîñòàâëåííûì
óñëîâèÿì, åñòü

vb
x
v

x
v

a ik
i

k

k

i
ik

r
divδσ +





∂
∂+

∂
∂=′ .

Ï ðèíÿòà íåñêîëüêî èíàÿ ôîðìà çàïèñè

                                                          
1 Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòè äâå êîìáèíàöèè ðàâíû íóëþ ïðè òâåðäîòåëüíîì âðàùåíèè æèäêîñòè.

0..0 =
∂
∂=

∂
∂

=
∂
∂=Ω+Ω−=

∂
∂
+

∂
∂

Ω−Ω=
Ω−Ω=
Ω−Ω=

×Ω=

z
v

y
v

x
v

äòè
x
v

y
v

xyv

zyv

yzv
rv

zyx
zz

yx

yxz

xzy

zyx

rrr
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vv
x
v

x
v

ikik
i

k

k

i
ik

rr
divdiv

3
2 ξδδησ +



 −

∂
∂+

∂
∂=′ , (1.10)

óäîáíàÿ òåì, ÷òî ñóììà äèàãîíàëüíûõ ÷ëåíîâ â ñêîáêå ðàâíà íóëþ. Â
âûðàæåíèè ïðèñóòñòâóþò äâà êîýôôèöèåíòà:

η -ñäâèãîâàÿ âÿçêîñòü
   ξ -îáúåìíàÿ (âòîðàÿ) âÿçêîñòü.
 Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïðèîáðåòàåò âèä






∂
∂

∂
∂+





−





∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂−=





∂
∂+

∂
∂

k

k

i
ik

i

k

k

i

kik

i
k

i

x
v

x
vdiv

x
v

x
v

xx
P

x
v

v
t
v ξδηρ r

3
2 .            (1.11)

Êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ è íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âäîëü æèäêîñòè. Îäíàêî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî
ñ÷èòàòü ýòó çàâèñèìîñòü ñëàáîé è âûíîñÿ êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè çà îïå-
ðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ïðèéòè ê âèäó

( ) vvpvv
t
v rrrr
r

divgrad
3





 ++∆+− ∇=



 ∇+
∂
∂ ηξηρ , (1.12)

êîòîðûé è ïðèíÿòî íàçûâàòü óðàâíåíèåì Í àâüå-Ñòîêñà. Âàæíûì ÷à-
ñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Òîãäà óðàâíåíèÿ
äâèæåíèÿ (1.1),(1.12) çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

( )
0div

1

=

∆+∇−=∇+
∂
∂

v

vPvv
t
v

r

rrr
r

ν
ρ (1.13)

ãäå ρην /=  - êîýôôèöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè.
Äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ äîëæíû áûòü äîïîëíåíû

ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (íàïðèìåð, óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ íà òâåðäîé ãðàíè-
öå èëè óñëîâèå îòñóòñòâèÿ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå).

Îñíîâíûå ïðîáëåìû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Í àâüå-Ñòîêñà ñâÿçàíû ñ íå-
ëèíåéíûì ÷ëåíîì. È çâåñòíî íåáîëüøîå ÷èñëî çàäà÷, â êîòîðûõ ýòîò ÷ëåí
îáðàùàåòñÿ â íóëü è çàäà÷è ïðèâîäÿò ê òî÷íûì  ðåøåíèÿì. Ïðèâåäåì òîëü-
êî äâà õîðîøî èçâåñòíûõ ïðèìåðà òàêèõ çàäà÷.

 Òå÷åíèå Êóýòòà. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå òîëùèíîé d ,
íèæíÿÿ ãðàíèöà êîòîðîãî íåïîäâèæ-
íà, à âåðõíÿÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé

Ðèñ. 1.1.
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ãîðèçîíòàëüíîé ñêîðîñòüþ 0v , íàïðàâëåííîé âäîëü îñè x . Îñü z  íàïðàâëå-
íà âåðòèêàëüíî ââåðõ. È ù åòñÿ ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå, òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ
ïî âðåìåíè ðàâíà íóëþ. Ñ÷èòàåòñÿ òàêæå, ÷òî çàäà÷à ïëîñêàÿ, òî åñòü íåò
çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàòû y  è íåò ñîîòâåòñòâóþùåé êîìïîíåíòû ñêîðî-
ñòè ( 0=yv ). Áîëåå òîãî, òå÷åíèå ãîðèçîíòàëüíî è 0=zv . Îòñóòñòâóåò òàêæå
ãîðèçîíòàëüíûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ.

È ç óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî îñòàâøàÿñÿ
êîìïîíåíòà ñêîðîñòè íå ìîæåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàòû x :

0=
∂
∂

x
vx .

Ñëåäîâàòåëüíî, )(zfvx = , è íåëèíåéíûé ÷ëåí èñ÷åçàåò

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

z
v

v
y
v

v
x
v

v x
z

x
y

x
x .

Â ðåçóëüòàòå, îò óðàâíåíèÿ Í àâüå-Ñòîêñà îñòàåòñÿ

02

2

=
∂
∂

z
vx   èëè   bazvx += .

Ï îñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé

dzvv
zv

x

x

==
==

ïðè
ïðè

0

00

è ïîëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò

d
z

vvx 0= .

Ï ðè ýòîì, îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî îäíà êîìïîíåíòà òåíçîðà âÿçêèõ
íàïðÿæåíèé

ηησ
d
v

z
vx

xz
0=

∂
∂= ,

ñ êîòîðîé ïðîñòî ñâÿçàíà  ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ïëîùàäêó ïîâåðõíî-
ñòè ïëîùàäüþ S

                                                        
d

Sv
F

η0= .
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Òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ. Âòîðîé
õîðîøî èçâåñòíûé ïðèìåð çàäà÷è î
òå÷åíèè âÿçêîé æèäêîñòè, èìåþùåé
òî÷íîå ðåøåíèå, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à Ïóà-
çåéëÿ î òå÷åíèè æèäêîñòè â ñëîå ñ
òâåðäûìè ãðàíèöàìè (èëè òðóáå) ïîä
äåéñòâèåì ïðèëîæåííîé ê êðàÿì ðàç-
íîñòè äàâëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà
ïëîñêèé ãîðèçîíòàëüíûé ñëîé òîëùè-
íîé d2  è äëèíîé L , íà êîíöàõ êîòîðî-
ãî çàäàíî äàâëåíèå 1P  è 2P , ñîîòâåòñò-
âåííî. Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,
èùåì ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ( 0=∂t )

òîëüêî äëÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè xv  ( 0== zy vv ) è ïî òåì æå ïðè÷èíàì
0=∂=∂ yx . Â ýòîì ñëó÷àå ñíîâà èñ÷åçàåò íåëèíåéíûé ÷ëåí, òàê êàê âîçíè-

êàþùèé ãðàäèåíò ñêîðîñòè íàïðàâëåí  ïåðïåíäèêóëÿðíî ñàìîé ñêîðîñòè.
Òîãäà óðàâíåíèå Í àâüå-Ñòîêñà ïðèíèìàåò âèä

0
1

2

2

=
∂
∂+

∂
∂−

z
v

x
P xν

ρ
,

à åãî ðåøåíèå, ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ( dzvx ±== ïðè0 ) åñòü

)dz(
L
PP

v x
2221

2
−−=

η
.

Äëÿ öèëèíäðè÷åñêîé òðóáû ðàäèóñà R  çàäà÷à ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â
ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð Ëàïëàñà íóæíî çàïèñàòü â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò

ηL
PP

dr
dv

r
dr
d

r
211 −=







è åãî ðåøåíèå ïðèìåò âèä

BrCr
L
PP

v ++−= ln
4

221

η
.

Ï îñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ 0=C , òàê êàê ïðè 0=r çíà÷åíèå ñêîðîñòè
äîëæíî áûòü êîíå÷íî. Îïðåäåëèâ âòîðóþ êîíñòàíòó èç óñëîâèÿ ïðèëèïà-
íèÿ íà ñòåíêå òðóáû, ïîëó÷èì

Ðèñ. 1.2.
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( )2221

4
rR

L
PP

v −−=
η

.

Âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ðàñõîä æèäêîñòè, ïðîòåêàþùåé
÷åðåç òðóáó. Äëÿ íåãî èìååì

( )∫ −==
R

R
L

PP
rvdrQ

0

421

8
2

η
πρρπ .

1.1.4 ×èñëî Ðåéíîëüäñà

Ï îëó÷åííûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïðèâåäåì ê
áåçðàçìåðíîìó âèäó. È ìååì (1.13),

( )
.0div

,

=

∆+∇−=∇+
∂
∂

v

v
P

vv
t
v

r

rrr
r

ν
ρ

Â óðàâíåíèÿ âõîäÿò ñëåäóþùèå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû: âðåìÿ t , ðàñ-
ñòîÿíèå l , ñêîðîñòü v , ïëîòíîñòü ρ , äàâëåíèå P  è âÿçêîñòü ν . Åñëè ìû
ïðèíèìàåì ñèñòåìó åäèíèö ÑÈ, òî êàæäàÿ èç ýòèõ âåëè÷èí áóäåò èìåòü ñëå-
äóþùóþ ðàçìåðíîñòü:

            c][ =t ;     ì;][ =l     ì/ñ][ =v ;     3êã/ì][ =ρ ;     2ñêã/ì][ ⋅=P ;     /ñì][ 2=ν .

È äåÿ îáåçðàçìåðèâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èçìåðÿòü âñå âåëè÷èíû
â åäèíèöàõ, ÿâëÿþùèõñÿ õàðàêòåðíûìè ïàðàìåòðàìè êîíêðåòíîé çàäà÷è.
Òàê, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèíû ìîæíî âûáðàòü íåêèé
õàðàêòåðíûé ðàçìåð L  (ýòî ìîæåò áûòü òîëùèíà ñëîÿ æèäêîñòè, äèàìåòð
òðóáû, ðàçìåð îáòåêàåìîãî òåëà è ò.ä.), çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè -
õàðàêòåðíóþ ñêîðîñòü V  (ñêîðîñòü âåðõíåé ïëàñòèíû â òå÷åíèè Êóýòòà,
ñêîðîñòü íà îñè òðóáû â òå÷åíèå Ïóàçåéëÿ, ñêîðîñòü íàáåãàþùåãî ïîòîêà â
çàäà÷àõ îá îáòåêàíèè òåëà è ò.ä.). Åäèíèöà èçìåðåíèÿ âðåìåíè âûðàæàåòñÿ
÷åðåç äâå ââåäåííûå âåëè÷èíû è åñòü VL / , à åäèíèöåé äàâëåíèÿ ìîæåò ñëó-
æèòü âåëè÷èíà 2Vρ .

Áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû (îáîçíà÷èì èõ áóêâàìè ñ òèëüäàìè)
áóäóò ñâÿçàíû ñî ñòàðûìè, ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè êàê

.~,~,/~,/~,/~,/
~ 22 ∆=∆∇=∇==== LLVPPLtVtLxxVvv ii ρrr
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Ï îäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì

( )
,0

~
div

~~~~~~~
~
~

2

222

=

∆+∇−=∇+
∂
∂

v

v
L
V

P
L

V
vv

L
V

t
v

L
V

r

rrr
r

ν

à ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ìíîæèòåëè è îïóñêàÿ òèëüäû, ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèÿì

( )
,0div

1

=

∆+− ∇=∇+
∂
∂

v

v
R

Pvv
t
v

r

rrr
r

(1.14)

ãäå áåçðàçìåðíàÿ âåëè÷èíà  
ν
VL

R =  íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà.

Ýòî ÷èñëî õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå èíåðöèîííûõ ñèë ê âÿçêèì (íåëèíåé-
íîãî ÷ëåíà ê âÿçêîìó) è èìåííî îíî ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì, îïðåäåëÿþùèì
ýòàïû ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíûõ òå÷åíèé ê òóðáóëåíòíûì.

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïðèâåäåííûé ñïîñîá îáåçðàçìåðèâàíèÿ
óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíûì. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå åäè-
íèöû âðåìåíè ìîæíî âçÿòü âåëè÷èíó ν/2L , õàðàêòåðèçóþùóþ âðåìÿ âÿçêîé
äèññèïàöèè, à â êà÷åñòâå åäèíèöû ñêîðîñòè - âåëè÷èíó L/ν . Ï åðåõîäÿ ê
áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

( ) vPvv
t
v rrr
r

∆+− ∇=∇+
∂
∂ ,

íå ñîäåðæàùåå êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ. Í å ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî òàêèì
îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèå, ëèøåííîå ïàðàìåòðà. Â äåéñòâèòåëüíî-
ñòè, ðîëü ÷èñëà Ðåéíîëüäñà âûïîëíÿåò òåïåðü áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü. Åñëè
ïðè ïåðâîì ñïîñîáå îáåçðàçìåðèâàíèÿ  áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ïî îïðåäå-
ëåíèþ ëåæàëà â èíòåðâàëå [0,1] (èëè âáëèçè íåãî), òî ïðè âòîðîì ñïîñîáå
åäèíè÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü âÿçêîãî ïåðåíîñà, à áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü
ìîæåò äîñòèãàòü âåëè÷èí ïîðÿäêà

νν
VL

L
v

v ≈=
/

~ ,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ÷èñëà Ðåéíîëüäñà.

 Ñ ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà òåñíî ñâÿçàí âîïðîñ î ïîäîáèè ðàçëè÷íûõ òå-
÷åíèé, òî åñòü âîïðîñ î òîì, êàêèì êðèòåðèÿì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ìî-
äåëü èññëåäóåìîãî òå÷åíèÿ. Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåííûé òèï òå÷å-
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íèé æèäêîñòè (íàïðèìåð, òå÷åíèå ïî òðóáàì èëè îáòåêàíèå òåë îïðåäåëåí-
íîé ôîðìû). Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äâèæåíèÿ íóæíî â ïåðâóþ
î÷åðåäü îáåñïå÷èòü ãåîìåòðè÷åñêîå ïîäîáèå. Òîãäà ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñò-
âà çàäà÷è îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì ëèíåéíûì ðàçìåðîì L .

È ç ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ æèäêîñòü, â óðàâíåíèÿ âõîäèò
òîëüêî êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü ν  (ïîëÿ ñêîðîñòè v

r  è äàâëåíèÿ, îòíåñåí-
íîãî ê ïëîòíîñòè, ρ/P  ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè ôóíêöèÿìè, êîòîðûå íåîá-
õîäèìî íàéòè).  Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ îáòåêàíèå òåëà ïîòîêîì, òî õàðàêòå-
ðèñòèêîé òå÷åíèÿ â öåëîì ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïîòîêà (íà áåñêîíå÷íîñòè) V .
Ì û âèäèì, ÷òî â ðàìêàõ çàäàííîãî òèïà äâèæåíèé ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ
òðåìÿ ïàðàìåòðàìè: LV ,,ν . È ç ýòèõ òðåõ ðàçìåðíûõ âåëè÷èí ìîæíî ñîñòà-
âèòü òîëüêî îäíó áåçðàçìåðíóþ êîìáèíàöèþ, à èìåííî, ââåäåííîå âûøå
÷èñëî Ðåéíîëüäñà. È ñêîìûå ïîëÿ (îïÿòü æå, äëÿ çàäàííîãî òèïà òå÷åíèé)
äîëæíû áóäóò âûðàæàòüñÿ çàâèñèìîñòÿìè âèäà






= R

L
r

Vfv ,1

r
r ,      





= R

L
r

fVP ,2
2

r
ρ .

Ñóòü çàêîíà ïîäîáèÿ, ñôîðìóëèðîâàííîãî Ðåéíîëüäñîì â 1883
ãîäó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî òå÷åíèÿ îäíîãî òèïà ñ ðàâíûì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà
ïîäîáíû. Ï îäîáèå äâóõ òå÷åíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ïîëÿ ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà ïðîñòûì ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò
è ñêîðîñòè.

Åñëè â çàäà÷å ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð, òî èç
èìåþùèõñÿ ÷åòûðåõ âåëè÷èí ìîæíî ñîñòàâèòü äâà íåçàâèñèìûõ áåçðàçìåð-
íûõ êîìïëåêñà è äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ïîäîáèÿ çàäà÷ ïîòðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü
ðàâåíñòâî îáîèõ áåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ. Òàê, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîì
òå÷åíèè  ñóùåñòâåííî âëèÿíèå ñèë òÿæåñòè, òî â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî
ðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà â çàäà÷ó âõîäèò óñêîðåíèå ñèëû òÿæåñòè g . Òîãäà
íîâûì áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëî Ô ðóäà

Lg
V

F
2

= ,

ÿâëÿþùååñÿ ìåðîé îòíîøåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæóùåéñÿ
æèäêîñòè ê ïîòåíöèàëüíîé.

1.1.5 Òå÷åíèå â äèôôóçîðå

Ì û ðàññìîòðåëè âûøå äâà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðà òî÷íûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé Í àâüå-Ñòîêñà. Èçâåñòíî åùå íåñêîëüêî çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ
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íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ. Ýòî, íàïðèìåð, çà-
äà÷à î çàòîïëåííîé ñòðóå, çàäà÷à î òå÷åíèè
âáëèçè âðàùàþùåãîñÿ äèñêà, òå÷åíèå â äèôôó-
çîðå è íåêîòîðûå äðóãèå. Í å âîñïðîèçâîäÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è, îñòàíîâèìñÿ íà òå÷åíèå æèäêî-
ñòè â ïëîñêîì äèôôóçîðå (çàäà÷à Ãàìåëÿ,
1917ã.).

Ï ëîñêèé äèôôóçîð îáðàçîâàí äâó-
ìÿ ïîëó-ïëîñêîñòÿìè, âûõîäÿùèìè èç íà÷àëà
êîîðäèíàò ïîä óãëîì α  (ðèñ.1.3). Â íà÷àëå êî-
îðäèíàò íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê æèäêîñòè ìîùíî-
ñòüþ Q . Åñëè 0<Q , òî èñòî÷íèê ñòàíîâèòñÿ
ñòîêîì, à óñòðîéñòâî íàçûâàåòñÿ êîíôóçîðîì.

Ðåøåíèå èùåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( )zr ,,ϕ
äëÿ ÷èñòî ðàäèàëüíîãî òå÷åíèÿ ( )),(;0 ϕϕ rvvvv rz ===  . Óðàâíåíèå íåïðåðûâ-
íîñòè, çàïèñàííîå â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

0
1)(1 =

∂
∂+

∂
∂

+
∂
∂

z
vv

rr
rv

r
zr

ϕ
ϕ ,

ïîêàçûâàåò, ÷òî ( )rv  íå çàâèñèò îò ðàäèóñà è ìîæåò áûòü òîëüêî
ôóíêöèåé óãëà ϕ . Ðåøåíèå ïîýòîìó èùåòñÿ äëÿ àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåííîé

rvu
ν

ϕ
6
1

)( = .

Âèä ðåøåíèÿ, ïîëó÷àþùåãîñÿ äëÿ êîíôóçîðà ïðè ìàëûõ è áîëüøèõ
÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà, èëëþñòðèðóåò ðèñ.1.4.

È íòåðåñíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷è Ãàìåëÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äëÿ êîíôó-
çîðà (âòåêàíèå æèäêîñòè, 0<Q ) ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé

      Ðèñ. 1.3.

Ðèñ. 1.4.
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÷èñëà Ðåéíîëüäñà, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàñõîä è åñòü

ρν
|| Q

R = ,

à äëÿ äèôôóçîðà ( 0>Q ) ñèììåòðè÷íîå ðàñõîäÿùååñÿ òå÷åíèå ñóùåñò-
âóåò òîëüêî ïðè  îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà maxRR < è îãðà-
íè÷åííûõ çíà÷åíèÿõ óãëà ðàñòâîðà

maxαα < . Ï ðåäåëüíûå ïàðàìåòðû ñâÿçà-
íû ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì

                





−= α

α
π 2

max 6R ,

êîòîðîå îïðåäåëÿåò îáëàñòü ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ðåøåíèé
íà ïëîñêîñòè ( )α,R  (ñì. ðèñ.1.5). Ïðè

maxRR >  ñóùåñòâóþò òîëüêî íåñèììåò-
ðè÷íûå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ èìåþòñÿ îáëàñòè âîçâðàòíûõ òå÷åíèé. Ïðèìå-
ðû ïðîôèëåé ñêîðîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèõ òàêèì ðåøåíèÿì, ïðèâåäåíû íà
ðèñ.1.6. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèå â êîíôóçîðå ïðè ∞→R ñòðåìèòñÿ ê
ðåøåíèþ äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè (ñòîëáîîáðàçíîå òå÷åíèå ñ ïðîñêàëüçû-
âàíèåì íà ãðàíèöå), à â äèôôóçîðå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà íåò : ïðè

∞→R ÷èñëî ïåðåãèáîâ â ðåøåíèè íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò.
Çàäà÷à î äèôôóçîðå èíòåðåñíà òåì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì çàäà÷è, â

êîòîðîé ñóùåñòâóåò ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà, ïðè ïðåâûøå-
íèè êîòîðîãî ðåøåíèå äàííîãî âèäà íå ñóùåñòâóåò.  Í å ñëåäóåò ïóòàòü ýòîò
ñëó÷àé ñ ñèòóàöèåé, êîãäà ðåøåíèå â ïðèíöèïå ñóùåñòâóåò, íî íå ðåàëèçóåò-
ñÿ â ñèëó âîçíèêàþùåé íåóñòîé÷èâîñòè. Îá ýòîì  ïîéäåò ðå÷ü äàëåå.

Ðèñ. 1.5.

          Ðèñ. 1.6.



21

1.2 Óñòîé÷èâîñòü òå÷åíèé

Âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òîãî èëè èíîãî ñîñòîÿíèÿ (ðåøåíèÿ, ðåæèìà)
âîçíèêàåò â ñàìûõ ðàçíûõ çàäà÷àõ. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü ïðîñòåéøèé
ïðèìåð îá óñòîé÷èâîñòè øàðèêà, ëåæàùåãî íà ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòÿõ
(ðèñ.1.7). Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëîæåíèå øàðèêà àáñîëþòíî óñòîé÷èâî, òî åñòü
ïðè ëþáîì êîíå÷íîì âîçäåéñòâèè øàðèê ïî îêîí÷àíèè äåéñòâèÿ âîçìó-
ùàþùåé ñèëû âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëî-
æåíèå øàðèêà àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâî - ëþáîå, ñêîëü óãîäíî ìàëîå âîçìó-
ùåíèå, áåçâîçâðàòíî óâîäèò åãî èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ. Òðåòèé ñëó÷àé
èëëþñòðèðóåò ïðèìåð ñîñòîÿíèÿ, óñòîé÷èâîãî ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîç-
ìóùåíèÿì, íî íàðóøàþùå-
ãîñÿ, åñëè âîçìóùåíèÿ ïðå-
âûøàþò êðèòè÷åñêóþ âåëè-
÷èíó.

Í àñ èíòåðåñóåò âîïðîñ
îá óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàð-
íûõ òå÷åíèé. Äëÿ êîíêðåò-
íîñòè áóäåì ãîâîðèòü î òå-
÷åíèè Ï óàçåéëÿ. Âîçìóùå-
íèÿ â ðåàëüíûõ òå÷åíèÿõ ñóùåñòâóþò âñåãäà. È õ èñòî÷íèêîì ñëóæàò øåðî-
õîâàòîñòè ñòåíîê, âõîäíûå ó÷àñòêè (áåñêîíå÷íûõ òðóá íåò), ïðîñòî ôëóê-
òóàöèè õàðàêòåðèñòèê ñàìîé æèäêîñòè è ò.ä. Í óæíî îòâåòèòü íà âîïðîñ î
òîì, êàêîå âîçìóùåíèå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì îïàñíûì è ãäå òà ãðàíèöà, ïðè ïðå-
âûøåíèè êîòîðîé ýòî âîçìóùåíèå ïðèâåäåò ê ðàçðóøåíèþ ñóùåñòâóþùåãî
òå÷åíèÿ.

È òàê, èìååì òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, äëÿ êîòîðîé çàïèøåì
óðàâíåíèÿ Í àâüå-Ñòîêñà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå (1.14)

( )
.0div

,
1

=

∆+− ∇=∇+
∂
∂

v

v
R

Pvv
t
v

r

rrr
r

Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå çàäà÷è (èìååì â âèäó òå÷åíèå Ï óàçåéëÿ, õîòÿ
äî îïðåäåëåííîãî ýòàïà âñå ðàññóæäåíèÿ íå çàâèñÿò îò êîíêðåòíîãî âèäà
ðåøåíèÿ) îáîçíà÷èì êàê 0v , 0P . Ýòî ðåøåíèå, â ñâîþ î÷åðåäü, óäîâëåòâîðÿ-
åò óðàâíåíèÿì
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     (1.15)

                                   Ðèñ. 1.7.
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Ï îëÿ ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ ïðåäñòàâèì â âèäå ñóìì ñòàöèîíàðíûõ ðå-
øåíèé è âîçìóùåíèé

).,,,()(),,,(
),,,,()(),,,(

0

0

tzyxPzPtzyxP
tzyxvzvtzyxv

′+=
′+= rrr

(1.16)

Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò èññëåäóåìîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ,
ñëàãàåìûå ñî øòðèõàìè îïèñûâàþò âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò çàâèñåòü
îò âðåìåíè è îò âñåõ êîîðäèíàò. Ââåäåííûå ðàçëîæåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ â
èñõîäíûå óðàâíåíèÿ
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0divdiv
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(1.17)

è, ïîñëå âû÷èòàíèÿ èç íèõ óðàâíåíèé äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé
(1.15), ïîëó÷àåì
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(1.18)

Í àèáîëüøèå òðóäíîñòè â ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåò íå-
ëèíåéíîå ïî èñêîìûì âîçìóùåíèÿì ñëàãàåìîå vv ′∇′ rr

)( . Ñëåäóþùèé, ïðèí-
öèïèàëüíûé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå îòáðàñûâàåòñÿ. Òåì ñà-
ìûì ìû îãðàíè÷èâàåì ñåáÿ ðàìêàìè ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ðàñ-
ñìàòðèâàþùåé ýâîëþöèþ ìàëûõ âîçìóùåíèé. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

|||| 0vv
rr <<′  .

Ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ðàáîòàåò òîëüêî âáëèçè ïîðîãà âîçíèêíîâåíèÿ íå-
óñòîé÷èâîñòè. Ïî ïðîõîæäåíèþ ïîðîãà, âîçìóùåíèÿ íàðàñòàþò è ëèíåé-
íûå óðàâíåíèÿ ïåðåñòàþò ðàáîòàòü. Òåì íå ìåíåå, ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ïðè
ýòîì ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ âûïîëíåííîé, òàê êàê òðåáîâàëîñü óêàçàòü èìåííî
ñàì ïîðîã è íàèáîëåå îïàñíûå âîçìóùåíèÿ, êîòîðûå íà÷èíàþò íàðàñòàòü â
ïåðâóþ î÷åðåäü.

Îòêàçàâøèñü îò íàïèñàíèÿ øòðèõîâ, ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé,
êîòîðóþ íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ âîçìóùåíèé.
Í àïðèìåð, ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íà ãðàíèöàõ âîçìóùåíèÿ ðàâíû íó-
ëþ.
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Äàëåå äåëàþò åùå ðÿä ñóùåñòâåííûõ óïðîùåíèé. Ï åðâîå ñîñòîèò â
òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ. Ýòîò øàã îïðàâäû-
âàåòñÿ òåîðåìîé Ñêâàåðà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò, ÷òî ñàìûìè îïàñíûìè ÿâ-
ëÿþòñÿ èìåííî ïëîñêèå âîçìóùåíèÿ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

( ) 00 =
∂
∂=
y

v,,vv zx è
r .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

( )
x

vv
∂
∂=∇ 00

r             è            ( )
z

v
x

vv zx ∂
∂+

∂
∂=∇r ,

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ äâóõ êîìïîíåíò çàïèøóòñÿ â âè-
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Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â òîì, ÷òî ââîäèòñÿ  ôóíêöèÿ òîêà ψ , ñâÿçàííàÿ ñ

êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ñêîðîñòè: 
x

v
z

v zx ∂
∂=

∂
∂−= ψψ . Ââåäåíèå ôóíêöèè òîêà

ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî ïåðåìåííûõ. Ï ëàòîé çà ýòî ÿâëÿåòñÿ ïîâûøå-
íèå ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ïðèíèìàþò âèä:

.0

,
1

,
1

22

2

2

0

0
2

0

≡
∂∂
∂+

∂∂
∂−

∂
∂∆+

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

∂
∂∆−

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂+

∂∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

xzzx

xRz
P

x
v

xt

zRx
P

z
v

xzx
v

zt

ψψ

ψψψ

ψψψψ

Ï îñëåäíåå óðàâíåíèå (ýòî óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè) âûïîëíÿåòñÿ òîæäå-
ñòâåííî. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, òàê êàê ôóíêöèÿ òîêà ââîäèòñÿ èìåííî äëÿ
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íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ñëåäóþùèé øàã òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿòûì -
äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáàâèòüñÿ îò äàâëåíèÿ è ïîëó÷èòü îäíî óðàâíåíèå äëÿ
ôóíêöèè òîêà, íåîáõîäèìî âòîðîå óðàâíåíèå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ïî êî-
îðäèíàòå x  è âû÷åñòü èç íåãî ïåðâîå, ïðîäèôôåðåíöèðîâàííîå ïî êîîðäè-
íàòå z . Ðåçóëüòèðóþùåå óðàâíåíèå åñòü
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Ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 00 =∂∂ xv , ïðèõîäèì ê óðàâíå-
íèþ

ψψψψ ∆∆=
∂
∂″−∆

∂
∂+∆

∂
∂

Rx
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x
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t
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00  ,   (1.20)

êîòîðîå äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ôóíêöèè òîêà:

0:1ïðè =
∂
∂=

∂
∂±=

zx
z

ψψ

Í àïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ òîêà ââåäåíà äëÿ âîçìóùåíèé ïîëÿ ñêîðîñòè, âîç-
íèêàþùèõ íà ôîíå ñòàöèîíàðíîãî òå÷åíèÿ 0v

r . Ø òðèõàìè îáîçíà÷åíî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòå z .

Ï îëó÷åííîå óðàâíåíèå (1.20) ìîæíî ðåøàòü ÷èñëåííî, çàäàâàÿ ðàç-
ëè÷íûå íà÷àëüíûå âîçìóùåíèÿ è íàáëþäàÿ çà èõ ýâîëþöèåé ïðè ðàçëè÷-
íûõ ÷èñëàõ Ðåéíîëüäñà. Ýòîò ïóòü íå ñíèìàåò, îäíàêî, âîïðîñà î âûáîðå
âèäà âîçìóùåíèé. Ñëåäóÿ îáû÷íîìó äëÿ òåîðèè óñòîé÷èâîñòè ñïîñîáó, áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü íîðìàëüíûå âîçìóùåíèÿ, òî åñòü âîçìóùåíèÿ âèäà

( ) ( ) ( )kxtieztzx −= ωϕψ ,, . (1.21)

Ï ðè ýòî ôàêòè÷åñêè ìû ïðîâåëè
ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ, âêëþ÷èâ
çàâèñèìîñòü îò âåðòèêàëüíîé êî-
îðäèíàòû z òîëüêî â àìïëèòóäó
âîçìóùåíèé ϕ . Çàâèñèìîñòü îò
ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû è âðåìå-
íè ïðèíÿòà â âèäå ãàðìîíè÷åñêèõ
âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü
îñè x  (ω  - ÷àñòîòà, k  - âîëíîâîå                               Ðèñ. 1.8.
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÷èñëî). ×àñòîòà ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíîé êîìïëåêñíîé: iba +=ω , ÷òî ïîçâîëÿåò
ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé â âèäå

( ) ( ) ( ) ( ) ( )kxatibtkxti eezeztzx −−− = ϕϕψ ω,, .

Õàðàêòåð ýâîëþöèè êîëåáàíèé âî âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ ìíèìîé ÷à-
ñòüþ ÷àñòîòû: åñëè 0>b , òî âîçìóùåíèÿ óáûâàþò ñî âðåìåíåì, à åñëè 0<b ,
òî âîçìóùåíèÿ íàðàñòàþò (ñì. ðèñ.1.8). Èìåííî çíàê âåëè÷èíû b  è èíòåðå-
ñåí ñ òî÷êè çðåíèÿ âîïðîñà îá óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèÿ. Òðåáóåòñÿ óçíàòü, ïðè
êàêîì çíà÷åíèè ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ïîÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñ îòðèöàòåëüíûì b
è êàêîå âîëíîâîå ÷èñëî k ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ðåøåíèþ.

Âîçìóùåíèÿ â íîðìàëüíîé ôîðìå ïîäñòàâëÿþòñÿ òåïåðü â óðàâíåíèå
äëÿ ôóíêöèè òîêà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè:
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∂
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Ï îñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷àåì
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( )( ) ( )ϕϕϕϕϕϕω 42
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R
ikvkikvi IV +′′−=″+−′′− ,

à ïîñëå äåëåíèÿ íà ik  è äîáàâëåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðèõîäèì ê îêîí-
÷àòåëüíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ, íàçûâàåìîãî óðàâíåíèåì Îððà-Çîììåðôåëüäà
(1937ã.):

( ) ( )
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,kk
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
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±=±= ϕϕ

ϕϕϕϕϕϕω
       (1.22)

Çàäà÷à îñòàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé è âïåðâûå äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ
áûëà ðåøåíà òîëüêî â 1945 ã. Ëèíåì. Ïîó÷èòåëüíà èñòîðèÿ ðåøåíèÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ. Ï åðâûå ïîäõîäû  áûëè ñâÿçàíû ñ ïîïûòêàìè ðåøàòü óðàâíåíèå
Îððà-Çîììåðôåëüäà ñ îòáðîøåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ñîîòâåòñòâóþùåå
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óðàâíåíèå íàçûâàþò óðàâíåíèåì Ðåëåÿ. Îòìåòèì, ÷òî îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ñ
÷åòâåðòîé ïðîèçâîäíîé IVϕ , ìû ëèøàåìñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü âñå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ìîæåì òðåáîâàòü îáðàùåíèÿ â íóëü òîëüêî íîðìàëü-
íîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè (ýòîìó ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå 0=∂∂ xψ è  0=ϕ ).
Îòáðàñûâàíèå ïðàâîé ÷àñòè ìîòèâèðîâàëîñü òåì, ÷òî îíà îïèñûâàåò äåé-
ñòâèå âÿçêîñòè, à âÿçêîñòü, êàçàëîñü, äîëæíà èãðàòü ñòàáèëèçèðóþùóþ
ðîëü. Ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðåëåÿ ñîñòîÿë â òîì, ÷òî îíî îêàçûâà-
ëîñü àáñîëþòíî óñòîé÷èâûì.
 Ëèíü ïîêàçàë, ÷òî ôàçîâàÿ ñêîðîñòü âîç-
ìóùåíèé kvô /ω= ìåíüøå ìàêñèìàëüíîé ñêîðî-
ñòè ïîòîêà â öåíòðå ñëîÿ. Òî÷êè, â êîòîðûõ ôà-
çîâàÿ ñêîðîñòü âîçìóùåíèé ñîâïàäàåò ñî ñêî-
ðîñòüþ îñíîâíîãî òå÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷å-
ñêèìè è èìåííî âáëèçè ýòèõ òî÷åê íà÷èíàåòñÿ
íàðàñòàíèå âîçìóùåíèé. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèÿ Îððà-Çîììåðôåëüäà
êà÷åñòâåííî èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñóíêîì 1.9, íà
êîòîðîì ïðåäñòàâëåíà òàê íàçûâàåìàÿ íåé-
òðàëüíàÿ êðèâàÿ, íàðèñîâàííàÿ íà ïëîñêîñòè

Rk − . Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè çàøòðèõîâàíà. Êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû îò-
ìå÷åíû íà ðèñóíêå çâåçäî÷êàìè. Í àèìåíüøåå çíà÷åíèå ÷èñëà Ðåéíîëüäñà,
ïðè êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ ðîñò âîçìóùåíèé 5700* =R . Ñîîòâåòñòâóþùåå åìó
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå âîëíîâîãî ÷èñëà 1* ≈k . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàèáîëåå
îïàñíûìè âîçìóùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ âîçìóùåíèÿ ñ äëèíîé âîëíû, ïðåâû-
øàþùåé òîëùèíó ñëîÿ ïðèáëèçèòåëüíî â π2  ðàç.

È íòåðåñíà åùå îäíà îñîáåííîñòü íåéòðàëüíîé êðèâîé. Ï ðè íåêîòî-
ðûõ çíà÷åíèÿõ âîëíîâîãî ÷èñëà â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè ìîæíî ïîïàñòü
è äâèãàÿñü îò áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà ê ìàëûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âÿç-
êîñòü ìîæåò èãðàòü è äåñòàáèëèçèðóþùóþ ðîëü.

1.3 Ñâîáîäíàÿ êîíâåêöèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Ï îä ñâîáîäíîé êîíâåêöèåé ïîíèìàþò äâèæåíèÿ æèäêîñòè, âîçíè-
êàþùèå çà ñ÷åò ñèë Àðõèìåäà ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè ïëîòíîñòè
æèäêîñòè â ïîëå ìàññîâûõ ñèë.  Â îñíîâíîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåðìî-
ãðàâèòàöèîííóþ êîíâåêöèþ, ò.å. ñëó÷àé, êîãäà íåîäíîðîäíîñòè æèäêîñòè
ñâÿçàíû ñ åå íåðàâíîìåðíûì íàãðåâîì  è òå÷åíèå âîçíèêàåò â ïîëå ñèëû
òÿæåñòè. Ïðè ýòîì áóäåì èìåòü â âèäó æèäêîñòè, ïëîòíîñòü êîòîðûõ ïàäà-
åò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû, ò.å. 0<∂∂ Tρ  (íàïîìíèì, ÷òî àíîìàëüíîå ïîâåäå-

               Ðèñ. 1.9.
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íèå äàåò âîäà â èíòåðâàëå îò 0 äî î4 Ñ). Ñ÷èòàåì, ÷òî íåîäíîðîäíîñòü òåì-
ïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì èñòî÷íèêîì äâèæåíèÿ è ÷òî

ρρ <<∆ ,

ò.å. ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëàáàÿ êîíâåêöèÿ. Â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ïîÿâ-
ëÿåòñÿ ñëàãàåìîå, îïèñûâàþùåå äåéñòâèå ñèëû òÿæåñòè

( ) gvPvv
t
v rrrr
r

ρηρ +∆+− ∇=



 ∇+
∂
∂

è íóæíî ó÷åñòü èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè. Ïîñëåäíÿÿ â îáùåì ñëó÷àå åñòü
ôóíêöèÿ òåìïåðàòóðû è äàâëåíèÿ  ( )PT ,ρρ = ,  à ïðèðàùåíèå ïëîòíîñòè åñòü

dP
P
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





∂
∂+


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

∂
∂= ρρρ .

Äàëåå äåëàåòñÿ âàæíîå îãðàíè÷åíèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ
íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, îçíà÷àþùåå ÷òî âòîðûì ñëàãàåìûì â ýòîì ðàâåí-
ñòâå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü çàâèñèò
òîëüêî îò òåìïåðàòóðû: ( )Tρρ = , à ïðèðàùåíèå ïëîòíîñòè åñòü

dTdT
T

d 00
0

1 βρρρ
ρ

ρ −=





∂
∂= .

Çäåñü  β - êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ. Òåìïåðàòóðó æèäêî-
ñòè ïðåäñòàâèì â âèäå

TTT ′+= 0 , (1.23)

ãäå  0T - ñðåäíÿÿ òåìïåðàòóðà, à  T′- âàðèàöèè òåìïåðàòóðû, ìàëûå â òîì
ñìûñëå, ÷òî âûçûâàåìûå èìè âàðèàöèè ïëîòíîñòè îñòàþòñÿ ìàëûìè
( ρρ <<∆ ). Ï ëîòíîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, â âèäå ( )Tρρρ ′+= 0  ,
ãäå 0ρ  - ïëîòíîñòü æèäêîñòè ïðè òåìïåðàòóðå 0T . È ç ñêàçàííîãî âûøå ñëå-
äóåò, ÷òî

T′−=′ βρρ 0

èëè
( )T′−= βρρ 10 .  (1.24)

Ï ðèíÿòîå îãðàíè÷åíèå ñëàáîé êîíâåêöèè ïðåäïîëàãàåò, ÷òî 1<<′Tβ .
Âñïîìíèì, ÷òî äëÿ âîäû 4102 −⋅=β , è ñëåäîâàòåëüíî ïðèáëèæåíèå ãîäèòñÿ
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ïðàêòè÷åñêè äëÿ ëþáûõ âîçìîæíûõ ðàçíîñòåé òåìïåðàòóðû. Äëÿ ãàçîâ
2731≈β , ÷òî ñóùåñòâåííî áîëüøå, íî òàêæå ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòüñÿ ïðèíÿ-

òûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ðàçíîñòÿõ òåìïåðàòóðû.
È çîòåðìè÷åñêîé æèäêîñòè ñ òåìïåðàòóðîé 0TT =  è ñîîòâåòñòâóþùåé

ýòîé òåìïåðàòóðå ïëîòíîñòüþ 0ρρ =  îòâå÷àåò ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå
0P , ïîä÷èíÿþùååñÿ óðàâíåíèþ

gP
r

00 ρ=∇ .

Ï îëå äàâëåíèÿ, óñòàíàâëèâàþùååñÿ ïðè êîíâåêòèâíîì äâèæåíèè,
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû

PPP ′+= 0 .

Ï îäñòàâëÿÿ  â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âñå ââåäåííûå ðàçëîæåíèÿ, ïîëó÷àåì

( ) ( ) ggvPPvv
t
v rrrrr
r

ρρηρρ ′++∆+′∇−− ∇=



 ∇+
∂
∂′+ 000 ,

0divdiv0 =′++
∂
′∂

vv
t

rr ρρρ .

Òåïåðü íóæíî âû÷åñòü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ óðàâíåíèå ãèäðîñòàòèêè è
ñäåëàòü ñàìîå âàæíîå äîïóùåíèå. Îíî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äîáàâêîé ê ïëîò-
íîñòè ρ′, âîçíèêàþùåé çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû, ïðåíåáðåãàþò âñþ-
äó, çà èñêëþ÷åíèåì ÷ëåíà, îïèñûâàþùåãî ñèëó Àðõèìåäà. Òîãäà

 ( ) gTvPvv
t
v rrrr
r

′−+′− ∇=



 ∇+
∂
∂ β∆ηρ0 .

Ñèñòåìó íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèåì äëÿ òåìïåðàòóðû. Åñëè
ïðåíåáðå÷ü íàãðåâîì æèäêîñòè çà ñ÷åò âÿçêîé äèññèïàöèè,  òî çàêîí ïåðå-
íîñà óäåëüíîé ýíåðãèè  çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

( ) ,TSv
t
S

T ∆=

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 ∇+
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∂ κρ r

ãäå κ- êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, à ýíòðîïèÿ S ñâÿçàíà ñ òåìïåðàòó-
ðîé è äàâëåíèåì

.0 P
P
S

T
T
S

SS
TP

′





∂
∂+′






∂
∂+=

È ñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå
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0T
ñ

T
S p

P

=





∂
∂

 è ñ÷èòàÿ òðåòüå ñëàãàåìîå ïðåíåáðåæèìî ìàëûì (ýòî ëîãè÷íî ñäåëàòü, òàê
êàê çàâèñèìîñòüþ ïëîòíîñòè îò äàâëåíèÿ óæå ïðåíåáðåãëè), ïðèõîäèì ê
ñîîòíîøåíèþ

T
T
c

SS p ′+=
0

0 .

Ï îäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå äëÿ ýíòðîïèè è îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè, ëèíåéíû-
ìè ïî T′,  ïîëó÷àåì

( ) .T
c

Tv
t

T

p

′∆=′∇+
∂
′∂

ρ
κr

Äàëåå, îòêàæåìñÿ îò íàïèñàíèÿ øòðèõîâ (íå çàáûâàÿ ïðè ýòîì, ÷òî òåìïå-
ðàòóðà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, à äàâëåíèå - îò ãèäðîñòàòè÷å-
ñêîãî äàâëåíèÿ) è çàïèøåì ðåçóëüòàò - ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ òåðìîãðàâè-
òàöèîííîé êîíâåêöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà

( )

( )
.0div

,

,
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=

∆=∇+
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∂
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TTv
t
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eTgv
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r

rrrr
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     (1.25)

Ì û ó÷ëè, ÷òî zegg
rr −=  è ââåëè êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè

pcρκχ /= . Ñèñòåìó íåîáõîäèìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ
ñêîðîñòè ìîæíî ïðèíÿòü, íàïðèìåð, óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ( 0| =Ãv

r ), à äëÿ
òåìïåðàòóðû - ëèáî çàäàòü åå ðàñïðåäåëåíèå íà ãðàíèöå ( )(| 1 ÃfT Ã = ), ëèáî
òåïëîïîòîê ÷åðåç ãðàíèöó

)(2 Ãf
n
T

Ã

=
∂
∂ .

Îáñóäèì âîçìîæíûå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèé ñâîáîäíîé
êîíâåêöèè â áåçðàçìåðíîé ôîðìå. Îñîáåííîñòüþ êîíâåêòèâíûõ çàäà÷ ÿâëÿ-
åòñÿ îòñóòñòâèå çàäàííîé õàðàêòåðíîé ñêîðîñòè - ñêîðîñòü åñòü ðåçóëüòàò
ïðèëîæåííîé (çàäàííîé) ðàçíîñòè òåìïåðàòóðû. Âîçìîæíûé íàáîð åäèíèö
èçìåðåíèÿ åñòü: ðàññòîÿíèÿ - õàðàêòåðíûé ðàçìåð L , òåìïåðàòóðû - õàðàê-
òåðíàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð θ , ñêîðîñòè - âåëè÷èíà Lν , âðåìåíè - ν2L è
äàâëåíèÿ - 22

0 Lνρ . Ï åðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ïîëó÷àåì ñèñòåìó
óðàâíåíèé
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Â óðàâíåíèÿ âõîäÿò äâà áåçðàçìåðíûõ êîìïëåêñà: ÷èñëî Ãðàññõîôà

2

3

ν
βϑLg

G =

è ÷èñëî Ïðàíäòëÿ

χ
νσ = .

×èñëî Ãðàññõîôà õàðàêòåðèçóåò îòíîøåíèå àðõèìåäîâûõ ñèë ê âÿçêèì è
ñâèäåòåëüñòâóåò î ñèëüíîé çàâèñèìîñòè  êîíâåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ îò ðàç-
ìåðà (â ÷èñëî Ãðàññõîôà ðàçìåð âõîäèò â êóáå). Â îòëè÷èå îò ÷èñëà Ãðàññ-
õîôà, ÷èñëî Ïðàíäòëÿ åñòü ôèçè÷åñêèé ïàðàìåòð æèäêîñòè, íå çàâèñÿùèé
îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, è õàðàêòåðèçóþùèé  îòíîøåíèå êîýôôèöèåíòîâ êè-
íåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè. Ï ðèâåäåì íåñêîëüêî
òèïè÷íûõ ïðèìåðîâ çíà÷åíèé ÷èñëà Ï ðàíäòëÿ. Äëÿ ãàçîâ ÷èñëî Ï ðàíäòëÿ
ïîðÿäêà åäèíèöû, ó âîäû  7≈σ , ó ðòóòè 210 −≈σ , ó ãëèöåðèíà - 310≈σ . Â
æèäêîñòÿõ ñ ìàëûì ÷èñëîì Ï ðàíäòëÿ òåïëîïåðåäà÷à ýôôåêòèâíåé êîíâåê-
öèè è íàîáîðîò, ïðè âûñîêèõ Ï ðàíäòëÿõ òåìïåðàòóðà «âìîðîæåíà» â æèä-
êîñòü è ïåðåíîñ òåïëà çà ñ÷åò êîíâåêöèè ñòàíîâèòñÿ áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì
òåïëîïåðåäà÷à.

Í àðÿäó ñ äâóìÿ ââåäåííûìè áåçðàçìåðíûìè ïàðàìåòðàìè, â êîíâåê-
òèâíûõ çàäà÷àõ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî Ðåëåÿ, ÿâëÿþùååñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì ÷èñåë Ï ðàíäòëÿ è Ãðàññõîôà

νχ
βϑσ

3Lg
GRa == .

Åñëè çà åäèíèöó ñêîðîñòè âçÿòü âåëè÷èíó Lχ , îñòàâèâ âñå îñòàëüíûå åäè-
íèöû èçìåðåíèÿ ïðåæíèìè, òî ìû ïðèäåì ê ñèñòåìå óðàâíåíèé, ñîäåðæà-
ùåé  ÷èñëî Ðåëåÿ
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σ (1.27)
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Çà åäèíèöó ñêîðîñòè ìîæíî âûáðàòü è ñêîðîñòü, ïðèîáðåòàåìóþ æèäêîé
÷àñòèöåé,  ïåðåãðåòîé íà âåëè÷èíó ϑ  îòíîñèòåëüíî îêðóæàþùåé åå æèäêî-
ñòè è ðàçãîíÿþùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè L . È ç óñëîâèÿ gLV ρρ ′~2  ïîëó÷àåì

LgV βϑ~ . Ï ðèíèìàÿ çà åäèíèöó âðåìåíè âåëè÷èíó VL / , ïîëó÷àåì
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(1.28)

Â óðàâíåíèÿõ ïîÿâèëîñü ÷èñëî Ðåéíîëüäñà, ÷òî îáóñëîâëåíî ââåäåíèåì õà-
ðàêòåðíîé ñêîðîñòè. È ñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ââåäåííîé åäèíèöû ñêîðî-
ñòè, ïðîñòî ïîëó÷èòü ñâÿçü ïîÿâèâøåãîñÿ ÷èñëà Ðåéíîëüäñà ñ ÷èñëîì
Ãðàññõîôà

G
LLgVL

R =⋅==
ν
βϑ

ν
.

1.4 Êîíâåêòèâíàÿ óñòîé÷èâîñòü

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì, ìîæåò ëè æèäêîñòü îñòàâàòüñÿ íåïîäâèæ-
íîé ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. ×òîáû óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ðàâíîâåñèå íåðàâíîìåðíî íàãðåòîé æèäêîñòè âîçìîæíî, äîñòà-
òî÷íî âñïîìíèòü øêîëüíûé îïûò ïî êèïÿ÷åíèþ âîäû â íàêëîíåííîé ïðî-
áèðêå, íà äíå êîòîðîé íàõîäèòñÿ ëåä, à íàãðåâàåòñÿ òîëüêî âåðõíÿÿ ÷àñòü.

Í àéäåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìåõàíè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè
(ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíîñòè òåìïåðàòóðû). Ì åõàíè÷åñêîå ðàâíîâåñèå
ïîäðàçóìåâàåò îòñóòñòâèå ñêîðîñòåé è ñòàöèîíàðíîñòü:

.0,0 =
∂
∂=
t

v
r

Ñ ó÷åòîì ýòèõ óñëîâèé îò óðàâíåíèé Áóññèíåñêà îñòàåòñÿ
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Í à ïåðâîå óðàâíåíèå ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì rot. Òàê êàê

( ) ,0rotrot
0rot

=×∇+=
=∇

eTeTeT
rrr

à 0=erot
r , òî óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê òðåáîâàíèþ

0=×∇ eT
r ,

òî åñòü ãðàäèåíò ïàðàëëåëåí âåðòèêàëüíîé îñè è  òåìïåðàòóðà ìîæåò ìå-
íÿòüñÿ òîëüêî ïî âåðòèêàëè: ( )zTT = . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ãîðèçîí-
òàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîíâåêòèâíîãî
äâèæåíèÿ.

È ç âòîðîãî óðàâíåíèÿ

02

2

=
∂
∂=∆

z
T

T

ñëåäóåò, ÷òî òåìïåðàòóðà ìîæåò
áûòü òîëüêî ëèíåéíîé ôóíêöèåé
âûñîòû:

BAzT += .

Ì û íå ïîëó÷èëè íèêàêîé
èíôîðìàöèè äàæå îòíîñèòåëüíî
çíàêà ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû.
Îïûò ïîäñêàçûâàåò, ÷òî óñòîé-
÷èâûì ìîæåò áûòü íàãðåâ ñâåð-
õó. Áîëåå òî÷íûé îòâåò ñîñòîèò â
òîì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü íàñòó-
ïàåò ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó ïîñëå
ïðåâûøåíèÿ íåêîòîðîãî (ñîâñåì
íåáîëüøîãî) êðèòè÷åñêîãî ãðà-
äèåíòà òåìïåðàòóðû. Íàïðèìåð,
â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå ñ òâåð-
äûìè ãðàíèöàìè êðèòè÷åñêîå

÷èñëî Ðåëåÿ, ïðè êîòîðîì âîçíèêàåò êîíâåêöèÿ, ðàâíî 1708. Îöåíèì ñîîò-
âåòñòâóþùóþ êðèòè÷åñêóþ ðàçíîñòü òåìïåðàòóðû, èìåÿ â âèäó äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè ñëîé âîäû òîëùèíîé h :

ì
ãðàä

hhhg
RT

3

7

34

76

3
* 10

10210
104.1101708 −

−

−−

≈
⋅⋅

⋅⋅⋅≈=∆
β
νχ .

                               Ðèñ. 1.10.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñëîå âîäû ãëóáèíîé 1 ìåòð ïðè ïîäîãðåâå ñíèçó íå-
óñòîé÷èâîñòü âîçíèêàåò óæå ïðè âåðòèêàëüíîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóðû âå-
ëè÷èíîé âñåãî 710 − ãðàäóñà, â ñëîå òîëùèíîé 1 ñàíòèìåòð êðèòè÷åñêàÿ ðàç-
íîñòü òåìïåðàòóðû ðàâíà 0.1 ãðàäóñà, à ñëîé âîäû òîëùèíîé îäèí ìèëëè-

ìåòð ïðàêòè÷åñêè  àáñîëþòíî
óñòîé÷èâ.

Çàäà÷à îá óñòîé÷èâîñòè
ãîðèçîíòàëüíîãî ñëîÿ æèäêî-
ñòè ïðè íàëè÷èè âåðòèêàëüíî-
ãî ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû (çà-
äà÷à Ðåëåÿ-Áåíàðà) ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé î êîí-
âåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè.
È ìåííî â ïîäîãðåâàåìîì ñíè-
çó ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå æèä-
êîñòè ñî ñâîáîäíîé âåðõíåé
ãðàíèöåé  Áåíàð â 1900 ãîäó
îáíàðóæèë âîçíèêíîâåíèå ïî-
ñëå ïðåâûøåíèÿ êðèòè÷åñêîãî
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû ãåêñà-
ãîíàëüíûõ ñòðóêòóð, ïîëó-

÷èâøèõ íàçâàíèå ÿ÷ååê Áåíàðà  (ðèñ.1.10). Ô îòîãðàôèÿ, âçÿòàÿ èç ðàáîòû
[Koschmieder E.L. Adv.Chem.Phys., 1974, V.26. P.177-212.], èëëþñòðèðóåò
âûñîêóþ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ãåêñàãîíàëüíîé ñòðóêòóðû ê âîçìóùåíèÿì -
ñëàáàÿ äåôîðìàöèÿ ïîâåðõíîñòè ìåäíîé ïëàñòèíû, îáðàçóþùåé äíî ñîñó-
äà, ïðèâîäèò ê ëîêàëüíîìó íàðóøåíèþ âèäà ÿ÷ååê. Òå÷åíèå â ñëîå ñèëèêî-
íîâîãî ìàñëà âèçóàëèçèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëþìèíèåâîé ïóäðû.

Îòìåòèì, ÷òî ãåêñàãîíàëüíûå ñòðóêòóðû âîçíèêàþò â ñëîå òîëüêî
ïðè íàëè÷èè ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè è íàïðàâëåíèå öèðêóëÿöèè â æèäêî-
ñòÿõ è ãàçàõ ïðè ýòîì ïðîòèâîïîëîæíî. Â æèäêîñòè ãîðÿ÷èé ïîòîê ïîäíè-
ìàåòñÿ â öåíòðå ÿ÷åéêè, à â ãàçàõ íàîáîðîò - â öåíòðå ÿ÷åéêè õîëîäíûé ïî-
òîê æèäêîñòè íàïðàâëåí âíèç. Îòìåòèì, ÷òî âîçíèêíîâåíèå ãåêñàãîíàëü-
íûõ ñòðóêòóð ñâÿçàíî ñ äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Ïðè òâåðäûõ
ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàíèöàõ âîçíèêàþò êîíâåêòèâíûå âàëû. Ýòîò âèä êîí-
âåêòèâíûõ òå÷åíèé èëëþñòðèðóåò ðèñ.1.11, ãäå ïîêàçàíà âàëèêîâàÿ êîíâåê-
öèÿ â ñëîå ñèëèêîíîâîãî ìàñëà â êðóãëîì ñîñóäå, çàêðûòîì ñâåðõó ñòåêëîì.
Ô îðìà ñîñóäà íàâÿçûâàåò âàëàì îñåâóþ ñèììåòðèþ.

Çàäà÷à Ðåëåÿ. Òåîðåòè÷åñêè çàäà÷ó î êîíâåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè
æèäêîñòè âïåðâûå ðåøèë Ðåëåé â 1916 ãîäó. Îí ðàññìîòðåë ãîðèçîíòàëü-
íûé ñëîé æèäêîñòè òîëùèíîé h ñî ñâîáîäíûìè, íî íå äåôîðìèðóåìûìè
ãðàíèöàìè (òàêèå íå ñîâñåì ðåàëüíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äàþò ñàìóþ ïðî-

                          Ðèñ. 1.11.
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ñòóþ ïîñòàíîâêó), íà êîòîðûõ ïîääåðæèâàåòñÿ òåìïåðàòóðà 1T  è 2T , ñîîò-
âåòñòâåííî. Óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà çàïèñûâàþòñÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå (íà
ýòîò ðàç åäèíèöû èçìåðåíèé âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: åäèíèöà äëèíû
- h , òåìïåðàòóðû - ( 21 TT − ), âðåìåíè - ν/2h , ñêîðîñòè - h/χ ):
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Ðåøàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîñòè (x,z) , òî åñòü èìåþòñÿ â âèäó êîí-
âåêòèâíûå âàëû, íàïðàâëåííûå âäîëü îñè y. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ :

.0,0,0:1

.1,0,0:0

, ===
∂
∂

=

===
∂
∂=

Tv
z

v
z

Tv
z
v

z

z
yx

z
x

Òåìïåðàòóðà çàäàåòñÿ â âèäå zT −=ϑ , òàê ÷òî âåëè÷èíà ϑ  îïèñûâàåò îòêëî-
íåíèå òåìïåðàòóðû îò ðàâíîâåñíîãî (ëèíåéíîãî) ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ïîëÿ
ñêîðîñòè ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ òîêà

z
vx ∂

∂−= ψ ,                      
x

vz ∂
∂= ψ .

Ðàññìîòðåíèå âåäåòñÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, òî
åñòü èç óðàâíåíèé âûáðàñûâàþòñÿ âñå ÷ëåíû, êâàäðàòè÷íûå ïî ñêîðîñòè è
âîçìóùåíèÿì ðàâíîâåñíîãî ïðîôèëÿ òåìïåðàòóðû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþò-
ñÿ ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

.

,

xt

x
R

t

∂
∂+∆=

∂
∂

∂
∂+∆∆=∆

∂
∂

ψϑϑσ

ϑψψ

Ï îñëåäíåå ñëàãàåìîå âî âòîðîì óðàâíåíèè - ýòî îñòàòîê îò íåëèíåé-
íîãî ñëàãàåìîãî, òàê êàê

zvvTv −∇=∇ ϑ)()(
rr .

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöàõ èìåþò îäèíàêî-
âûé âèä:
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0==∆= ϑψψ .

Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè íîðìàëüíûõ âîçìóùåíèé,
êîòîðûå çàäàþòñÿ â ôîðìå ïåðèîäè÷åñêèõ âîçìóùåíèé ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
çàâèñèìîñòüþ àìïëèòóäû îò âðåìåíè:

)sin()sin(0 axnze t ππψψ λ−=
)cos()sin(0 axnze t ππϑϑ λ−= .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
( )ψπψ 222 an +−=∆

( )ψπψ 42244 2 anan ++=∆∆ ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

( ) ( )
( ) 00

222
0

00
42244

0
222 2

ψπθπλσθ
πθψπψλπ

aan

Raananan

++−=−
−++=+

ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ, îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé äëÿ àì-
ïëèòóä 0ψ  è 0ϑ :

( ) ( )[ ] 000
222222 =++−+ πθψπλπ Raanna

( )[ ] 00
222

0 =+−+ θπλσψπ ana .

Ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, åñëè åå îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ

( ) ( )[ ]
( ) 0

222

22222

=
+−

+−+
ana

Raanna
πλσπ

πλπ

Ðàñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

( ) ( )[ ] 022224222 =−++−−+ Raanna ππσλγλγσλπ ,

ðåøåíèå êîòîðîãî äàåò çíà÷åíèÿ äëÿ äåêðåìåíòà λ :

( )( ) ( ) ( )
( )22

2

2

22224222

4
1

2
1

na
Raanan
+

+−+±++=
σσ

σπ
σ
σπλ . (1.29)
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Ï î âèäó ðåøåíèÿ (1.29) ìîæíî ñäåëàòü ðÿä ïîëåçíûõ âûâîäîâ. Âî-
ïåðâûõ, âèäíî, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñëà Ðåëåÿ (à ïðè ïðè-
íÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì Ðåëåÿ ñîîòâåòñòâóåò íàãðåâ
ñëîÿ ñíèçó) ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå âñåãäà ïîëîæèòåëüíî. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè âåëè÷èíàìè è, ñëåäîâà-
òåëüíî, âîçìóùåíèÿ ýâîëþöèîíèðóþò ìîíîòîííûì îáðàçîì. Ïðè ýòîì

îäèí êîðåíü âñåãäà ïîëîæèòåëåí, à
âòîðîé ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè

cRR =  ìåíÿåò çíàê.
Âî-âòîðûõ, ïðè îòðèöàòåëüíûõ

÷èñëàõ Ðåëåÿ (ïîäîãðåâ ñâåðõó) âåùå-
ñòâåííàÿ ÷àñòü îáîèõ êîðíåé âñåãäà
ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
âîçìóùåíèÿ ïðè ïîäîãðåâå ñâåðõó çà-
òóõàþò. Â òî æå âðåìÿ ñ ðîñòîì âåëè-
÷èíû ïîäîãðåâà âîçíèêàåò ñèòóàöèÿ,
êîãäà âûðàæåíèå ïîä êîðíåì ñòàíî-
âèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî åñòü ïîÿâ-

ëÿåòñÿ äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíÿ, îïèñûâàþùèõ çàòóõàþùèå, íî
êîëåáàòåëüíûå ðåæèìû.  Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè

2

23224
*

4
)1()(

a
an

R
σ

σπ −+= .

Í à ðèñ.1.12 ïîêàçàí ãðàôèê çàâèñèìîñòè âåùåñòâåííîé ÷àñòè äåêðåìåíòà
çàòóõàíèÿ îò ÷èñëà Ðåëåÿ. Íà ãðàôèêå îòìå÷åíû òðè îáëàñòè: I - îáëàñòü çà-
òóõàþùèõ êîëåáàòåëüíûõ âîçìóùåíèé, II - îáëàñòü ìîíîòîííî çàòóõàþùèõ
âîçìóùåíèé è III - îáëàñòü ìîíîòîííî íàðàñòàþùèõ âîçìóùåíèé.

Í àéäåì êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ÷èñëà Ðåëåÿ, ïðè äîñòèæåíèè êîòîðîãî
íà÷èíàåòñÿ íàðàñòàíèå âîçìóùåíèé. È ç
óñëîâèÿ 0=λ ïîëó÷àåì

2

3224 )(
a

na
Rc

+= π .

Òàê êàê òðåáóåòñÿ íàéòè ñàìûå îïàñíûå
âîçìóùåíèÿ, òî íóæíî îïðåäåëèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ a  è n . Äèôôå-
ðåíöèðîâàíèå ïî a  äàåò

0)2()(
2 22222

3

4

=−+=
∂
∂

nana
aa

R π

è

                       Ðèñ. 1.12.

                   Ðèñ. 1.13.
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2
n

ac = ,            
4

27 44n
Rc

π= .

Ñàìûå ìàëûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ ïðè 1=n , ÷òî ñîîòâåòñòâó-
åò îäíîìó ñëîþ êîíâåêòèâíûõ âàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

2
1=ca ,            5,657

4
27 4

== π
cR .

Âèä íåéòðàëüíîé êðèâîé ïîêàçàí íà ðèñ.1.13.

1.5 Ì àëîìîäîâàÿ ìîäåëü êîíâåêöèè (ñèñòåìà Ëîðåíöà)

Â çàêëþ÷åíèå ââîäíîé ÷àñòè êóðñà îñòàíîâèìñÿ íà âûâîäå ïðîñòîé
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé êîíâåêòèâíûå òå÷åíèÿ â òîé æå ñà-
ìîé çàäà÷å Ðåëåÿ î êîíâåêöèè â ïîäîãðåâàåìîì ñíèçó ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ýòà ñèñòåìà ñòàëà îäíîé èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èëëþñòðèðóþùèõ ïåðåõîä ê õàîñó è âîçíèêíîâåíèå
ñòðàííûõ àòòðàêòîðîâ (ñì. ñëåäóþùóþ ãëàâó). Íà äàííîì ýòàïå íàñ èíòå-
ðåñóåò ñàì ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîåêöèé óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ æèäêîñòè è ïåðåõîä ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ó÷èòûâàÿ îáùåïðèíÿòûé âèä ñèñòåìû Ëîðåíöà, ìû ñîõðàíèì åäè-
íèöû ðàçìåðíîñòè è îáîçíà÷åíèÿ åãî ðàáîòû (Lorenz E., Deterministic Non-
periodic Flow, Journal of Atmospheric Sciences, 1963, V.20, P.130-141.)

Êàê è â îïèñàííîé âûøå çàäà÷å Ðåëåÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ïëî-
ñêèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè (êîíâåêòèâíûå âàëû). Âåêòîð ñêîðîñòè èìååò äâå
êîìïîíåíòû  ),0,( zx vvv =r  è óðàâíåíèÿ Áóññèíåñêà, çàïèñàííûå ïîêîìïî-
íåíòíî, èìåþò âèä

x
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v ∆+
∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
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ρ0

1 ,

Tgv
z
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z
v
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x
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v
z

z
z

z
x

z βν
ρ

+∆+
∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

0

1 ,     (1.30)
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∂
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v zx .
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Äàëåå ñíîâà ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ òîêà (ìû ïîâòîðÿåì âûâîä óðàâíåíèé, òàê
êàê òåïåðü â íèõ ñîõðàíÿþòñÿ íåëèíåéíûå ñëàãàåìûå)

Tx
z
T

xx
T

zt
T

Tg
zz

P
zxxxzxt

zx
P

zxxzxzzt

∆=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

+
∂
∂∆+

∂
∂−=

∂∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂

∂
∂∆−

∂
∂−=

∂∂
∂

∂
∂−

∂∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

ψψ

βψν
ρ

ψψψψψ

ψν
ρ

ψψψψψ

0

2

2

2

0

22

1

1

è ïîñëå îáû÷íîé ïðîöåäóðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâ-
íåíèé  ñîîòâåòñòâåííî ïî z  è ïî x  è âû÷èòàíèÿ ïåðâîãî èç âòîðîãî, ïîëó-
÷àåì

{ }

{ } ,,

,,

TxT
t
T

x
T

g
t

∆=+
∂
∂

∂
∂+∆∆=∆+∆

∂
∂

ψ

βψνψψψ
(1.31)

ãäå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè èñïîëüçîâàíû ñêîáêè Ï óàññîíà

{ }
x
B

z
A

z
B

x
A

BA
∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂=, .

Ó÷èòûâàÿ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîé òåìïåðàòóðû ïî âûñîòå,
ïðåäñòàâèì, êàê è ðàíåå, òåìïåðàòóðó â âèäå ñóììû

h
Tz

T
∆−=θ ,

ãäå θ - åñòü îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò  ëèíåéíîãî ïðîôèëÿ. Òîãäà

{ }

{ } .,

,,

θχψθψθ

θβψνψψψ

∆=
∂
∂∆−+

∂
∂

∂
∂+∆∆=∆+∆

∂
∂

xh
T

t

x
g

t                                  (1.32)

Í à ãðàíèöàõ:
 0==∆= θψψ .
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Äàëüíåéøèé ïóòü ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ òîêà è òåìïåðàòóðà ðàñêëà-
äûâàþòñÿ â äâîéíûå ðÿäû Ô óðüå ñ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè êîýôôèöèåíòà-
ìè

∑ 










=

h
nz

h
mx

ttzx nm
ππψψ sinsin)(),,( ,












= ∑ h

nz
h
mx

ttzx nm
ππθθ sincos)(),,( .

Ï îäñòàâëÿÿ ýòè ðàçëîæåíèÿ â óðàâíåíèÿ è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè
îäèíàêîâûõ ôóíêöèÿõ îò x è z , ïîëó÷àþò ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ )(tnmψ è )(tnmθ . Îòëè÷èòåëüíîé
îñîáåííîñòüþ ìîäåëè Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ðàçëîæåíèÿõ îñòàâëåíî
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ, ñîõðàíÿþùèõ íåëèíåéíîñòü ñèñòåìû, à èìåí-
íî, îäèí ÷ëåí èç ðÿäà äëÿ ôóíêöèè òîêà è äâà - äëÿ òåìïåðàòóðû.  Ýòîò âû-
áîð áûë îáóñëîâëåí ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé êîíå÷íîìåð-
íûõ ñèñòåì, ïðîâåäåííûõ Ñîëüöìåíîì (Saltzman B. Finite amplitude free
convection as an initial value problem, Journal of Atmospheric Sciences, 1962,
V.19, P.329-341.), â êîòîðûõ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî âîçíèêàþò ðåæèìû, ïðè êîòîðûõ âñå
îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ïîâåäåíèå òðåõ îñòàâøèõñÿ õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ íåðåãóëÿðíûìè íåïåðèîäè÷åñêèìè êîëåáàíèÿìè.

Ì û, ñëåäóÿ Ëîðåíöó, ñðàçó îñòàâèì â ðàçëîæåíèÿõ òîëüêî ýòè òðè
÷ëåíà, îáîçíà÷èâ àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîä êàê ZYX è, . Îòìåòèì,
÷òî ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ íå ñîâñåì îáû÷íûé ñïîñîá îáåçðàçìåðèâàíèÿ, â
òîì ñìûñëå, ÷òî â åäèíèöû èçìåðåíèé âõîäÿò êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Çà
åäèíèöû èçìåðåíèÿ ïðèíÿòû âåëè÷èíû: äëèíû - h , âðåìåíè -

))1(/( 222 χπτ ah += , ôóíêöèè òîêà - τ/2h , òåìïåðàòóðû - T∆ . Ââîäèòñÿ îáî-
çíà÷åíèå )1/(4 2ab +=  è íîðìèðîâàííîå ÷èñëî Ðåëåÿ

324

23

)1( a
ahTg

R
R

r
c +

∆==
πχν
β .

Áåçðàçìåðíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ïðèìåò âèä

{ } ,
4

4
, 22 xba

rb
t ∂

∂+∆∆=∆+∆
∂
∂ θσψ

π
σψψψ                                     (1.33)

{ } .
4

, 2 θ
π

ψθψθ ∆+
∂
∂=+

∂
∂ b

xt
                  (1.34)

Â ýòè óðàâíåíèÿ ïîäñòàâëÿþòñÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ ôóíêöèè òîêà è äëÿ òåìïå-
ðàòóðû â âèäå
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[ ])2sin()()sin()cos(2)(
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Â óðàâíåíèè (1.33) ñêîáêè Ïóàññîíà ðàâíû íóëþ è ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ (ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îáîçíà÷àåì òî÷êàìè)

)( XYX −=σ&

Óðàâíåíèå (1.34) äàåò
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî  ñóììà ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ ïðîèçâåäåíèå XY , äàåò
[ ])2sin()( 1 zrXY ππ −  ìîæíî óïðîñòèòü óðàâíåíèå

[ ]
[ ] ).2sin(

2
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)2cos()sin()cos(2)sin()cos(

zbZXYZ

zzaxXZzaxYrXY

π

πππππ
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Í àïîìíèì, ÷òî ñèñòåìà (1.35) èìååò îòíîøåíèå ê ðåàëüíûì êîíâåêòèâíûì
äâèæåíèÿì òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ íàäêðèòè÷íîñòÿõ (îòíîñèòåëüíîå ÷èñëî
Ðåëåÿ íå íàìíîãî ïðåâîñõîäèò åäèíèöó). Í åñìîòðÿ íà ýòî, ïîâåäåíèå ýòîé
ñèñòåìû îêàçàëîñü èíòåðåñíûì ñàìî ïî ñåáå è ìíîãî÷èñëåííûå ÷èñëåííûå
èññëåäîâàíèÿ åå ñâîéñòâ ïðîâîäèëèñü â î÷åíü øèðîêîì äèàïàçîíå ïàðà-
ìåòðà r . Â âû÷èñëåíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóþò ÷èñëî Ïðàíäòëÿ 10=σ , à ïà-
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ðàìåòð 3/8=b , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòó Ðåëåÿ äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ 2/1=a .

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà ê ïåðâîé ãëàâå:

1. Ëàíäàó Ë.Ä., Ëèôøèö Å.Ì . Ãèäðîäèíàìèêà. Ì .: Í àóêà, 1988. 736ñ.
2. Ëîéöÿíñêèé Ë.Ã. Ì åõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà. Ì .: Í àóêà, 1978.736ñ.
3.  Ãåðøóíè Ã.Ç., Æ óõîâèöêèé Å.Ì . Êîíâåêòèâíàÿ óñòîé÷èâîñòü íå-
ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ì .: Í àóêà, 1972. 392ñ.
4.  Âàëàíäåð Ñ.Â. Ëåêöèè ïî ãèäðîàýðîìåõàíèêå. Ë.: È çä-âî Ëåíèíãð.
óí-òà, 1978.    296ñ.
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2 ÕÀÎÑ Â ÄÈ Í ÀÌ È×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÀÕ

Òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèåñÿ íàëè÷èåì õàîòè÷åñêè ðàñïðåäåëåííûõ è õàîòè÷åñêè îñöèëèðóþùèõ
ñòðóêòóð ñàìîãî ðàçëè÷íîãî ìàñøòàáà. Òóðáóëåíòíîñòü - ýòî âîïëîùåíèå
õàîñà, à õàîñ äîëãîå âðåìÿ àññîöèèðîâàëñÿ ñ ñèñòåìàìè, èìåþùèìè îãðîì-
íîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, è ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñ÷èòàëàñü ëèøåí-
íîé êàêîãî-ëèáî ïîðÿäêà. Îäíàêî, íà÷èíàÿ ñ êîíöà 60-õ ãîäîâ íàøåãî âåêà
íàìåòèëñÿ çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ïîíèìàíèè ïðèðîäû òóðáóëåíòíîñòè,
ñâÿçàííûé ñ îñîçíàíèåì ïðèðîäû è ñòðóêòóðû õàîñà.

 Âî-ïåðâûõ, áûëà óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â
íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ñ ñîâñåì íåáîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.  È í-
òåðåñíî, ÷òî âïåðâûå õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå â ïðîñòûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñ-
òåìàõ îáíàðóæèë À.Ïóàíêàðå îêîëî ñòà ëåò íàçàä, íî òîëüêî ïîñëå ðàáîòû
Ý.Ëîðåíöà (1963ã.), â êîòîðîé èññëåäîâàëîñü õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå äèññè-
ïàòèâíîé ñèñòåìû èç òðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà (1.35), áûëî îöåíåíî çíà÷åíèå ýòîãî ôàêòà è íà÷àëîñü àê-
òèâíîå èññëåäîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ï ðàâ-
äà, ïðîèçîøëî ýòî òîæå íå ñðàçó, à òîëüêî ïîñëå êëþ÷åâîé ðàáîòû Ä.Ðþýëÿ
è Ô .Òàêêåíñà 1971ã., â êîòîðîé áûëî ñôîðìóëèðîâàíî  ïîíÿòèå ñòðàííîãî
àòòðàêòîðà è óêàçàíà åãî ðîëü â ôîðìèðîâàíèè íåðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû.

Âî-âòîðûõ, áûëî ïîíÿòî, ÷òî äàæå â ñàìîì ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîì
ïîòîêå ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû ïîðÿäêà, à ÷èñëî ðåàëüíî âîçáóæäåííûõ ñòå-
ïåíåé ñâîáîäû çíà÷èòåëüíî ìåíüøå îæèäàåìîãî. Â 70-80-õ ãîäàõ ïîÿâëÿþò-
ñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ðàáîòû î êîãåðåíòíûõ ñòðóêòóðàõ â òóðáóëåíòíûõ ïî-
òîêàõ è äåëàþòñÿ ïåðâûå ïîïûòêè îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè íà ÿçûêå
ôðàêòàëîâ.

È ìåííî â ýòî âðåìÿ ñôîðìèðîâàëèñü òàêèå íàóêè, êàê òåîðèÿ êàòàñò-
ðîô è ñèíåðãåòèêà, ïîÿâèëèñü ïåðâûå êíèãè î «äåòåðìèíèðîâàííîì õàîñå»
è «ïîðÿäêå â õàîñå». Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî îáû÷íî ðàññìàòðèâàåìûå â
ýòèõ êíèãàõ ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íåâûñîêîãî ïîðÿäêà íå èìåþò
ïðÿìîãî îòíîøåíèÿ ê ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè. Â íèõ ðå÷ü èäåò î õàîòè÷å-
ñêîì âî âðåìåíè ïîâåäåíèè íåáîëüøîãî ÷èñëà çàäàííûõ â ïðîñòðàíñòâå
ìîä (òàêèå òå÷åíèÿ ðåàëüíî ñóùåñòâóþò ïðè íåáîëüøèõ íàäêðèòè÷íîñòÿõ,
òî åñòü âáëèçè ïîðîãà íåóñòîé÷èâîñòè), â òî âðåìÿ, êàê «èñòèííàÿ» òóðáó-
ëåíòíîñòü õàîòè÷íà è â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå, ðàññìàò-
ðèâàåìûå â êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì âîïðîñû ÷ðåçâû-
÷àéíî ïîëåçíû êàê äëÿ ïîíèìàíèÿ ïóòåé ðàçâèòèÿ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé
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(ñöåíàðèåâ ïåðåõîäà ê õàîñó), òàê è äëÿ îòðàáîòêè ìåòîäîâ îïèñàíèÿ õàî-
òè÷åñêèõ (â òîì ÷èñëå è òóðáóëåíòíûõ) ñèñòåì.

Í åîáõîäèìî îñòàíîâèòüñÿ íà ñàìîì ïîíÿòèè äåòåðìèíèðîâàííûé õà-
îñ. Ïîä íèì ïîíèìàþò íåðåãóëÿðíîå ïîâåäåíèå íåëèíåéíûõ ñèñòåì, ýâîëþ-
öèÿ êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïèñûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ïðè çà-
äàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì íåëèíåéíîñòü ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîçíèêíîâåíèÿ õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ,
à åãî âîçíèêíîâåíèå ñâÿçàíî íå ñ íàëè÷èåì èñòî÷íèêîâ øóìà èëè áåñêî-
íå÷íîãî ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû, à ñî ñâîéñòâîì íåëèíåéíûõ ñèñòåì ýêñïî-
íåíöèàëüíî áûñòðî ðàçâîäèòü ðåøåíèÿ â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Â äàííîé ãëàâå ìû îñòàíîâèìñÿ íà áàçîâûõ ïîíÿòèÿõ òåîðèè äèíàìè-
÷åñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû áèôóðêàöèé è îñíîâíûå ñöåíà-
ðèè ïåðåõîäà îò óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ ê õàîñó. Ì û ïîäðîáíî ðàçáåðåì
ñâîéñòâà ñèñòåìû Ëîðåíöà, íå òîëüêî ñûãðàâøåé âàæíåéøóþ ðîëü â ñòà-
íîâëåíèè íàóêè î õàîñå, íî è èìåþùåé ñàìîå ïðÿìîå îòíîøåíèå ê òåìå íà-
øåãî êóðñà. Äàëåå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð åùå îäíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû,
èìåþùåé îòíîøåíèå ê ãèäðîäèíàìè÷åñêèì ñèñòåìàì - ýòî ïðîñòåéøàÿ ìî-
äåëü çåìíîãî äèíàìî Ðèêèòàêå. Â çàâåðøåíèå áóäóò ïðèâåäåíû íåêîòîðûå
ðåçóëüòàòû ëàáîðàòîðíîãî èññëåäîâàíèÿ ñòîõàñòèçàöèè êîíâåêòèâíîãî
äâèæåíèÿ â çàìêíóòîé ïîëîñòè.

2.1 Êîíñåðâàòèâíûå è äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû

Ëþáûå äâèæåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà ìîíîòîííûå è êîëåáàòåëüíûå,
à êîëåáàòåëüíûå â ñâîþ î÷åðåäü, íà ðåãóëÿðíûå (ïåðèîäè÷åñêèå) è íåðåãó-
ëÿðíûå. Ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé íàèáîëåå èçó÷åíû ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. Ýòî âïîëíå åñòåñòâåííî, òàê êàê ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ
÷ðåçâû÷àéíî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåíû â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ, à òàê-
æå ïîòîìó, ÷òî ëþáîé êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ô óðüå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà ãàðìîíè÷å-
ñêèõ êîëåáàíèé. Í å óäèâèòåëüíî, ÷òî çíàêîìñòâî ñ äè-
íàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè òðàäèöèîííî íà÷èíàþò ñ ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ïðîñòîãî îñöèëÿòîðà.

Ðàññìîòðèì õîðîøî èçâåñòíûé ñî øêîëüíîé
ñêàìüè ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê - òî÷å÷íîå òåëî ìàñ-
ñîé m , ïîäâåøåííîå íà ñòåðæíå äëèíîé l  è íàõîäÿùåå-
ñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, õàðàêòåðèçóåìîé óñêîðåíèåì
ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g  (Ðèñ.2.1). Ì àÿòíèê èìååò îäíó
ñòåïåíü ñâîáîäû, îïèñûâàåìóþ óãëîì îòêëîíåíèÿ îò

         Ðèñ. 2.1.
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âåðòèêàëè θ . Îñíîâíîé çàêîí ìåõàíèêè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå â
öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

0sin =+ θθ
l
g&& . (2.1)

Äëÿ ìàëûõ óãëîâûõ îòêëîíåíèé, êîãäà θθ ≈sin , óðàâíåíèå (2.1) ñòàíî-
âèòñÿ ëèíåéíûì óðàâíåíèåì

0=+ θθ
l
g&& , (2.2)

ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ )sin( 00 ϕωθθ += t  ñ
êðóãîâîé ÷àñòîòîé lg=ω .

2.1.1 Ô àçîâîå ïðîñòðàíñòâî

Ñîñòîÿíèå ìàÿòíèêà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ
äâóìÿ âåëè÷èíàìè: ïîëîæåíèåì )(tθ  è óãëîâîé ñêîðîñòüþ )(tθ& . Åñëè ìû
ââåäåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, îñÿìè êîòîðîé áóäóò ñëóæèòü ýòè äâå âåëè÷è-
íû, òî òî÷êà íà ïëîñêîñòè ),( θθ &  áóäåò ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçîâàòü ñîñòîÿ-
íèå ñèñòåìû, à ëþáîìó ðåøåíèþ áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òà, èëè èíàÿ ëèíèÿ
(òðàåêòîðèÿ).

Ô àçîâîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëèì êàê ïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì îñÿìè
êîîðäèíàò ñëóæàò ïåðåìåííûå, îïèñûâàþùèå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, â ñëó÷àå
îñöèëÿòîðà - ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü. Ô àçîâîé òðàåêòîðèåé íàçûâàåòñÿ êðè-
âàÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ ñèñòåìû. Ñîâîêóï-

Ðèñ. 2.2.
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íîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, îïèñûâàþùèõ ýâîëþöèþ ñèñòåìû ïðè ðàçëè÷-
íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, îáðàçóåò ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû.

Í à ðèñóíêå 2.2 ïðèâåäåí ôàçîâûé ïîðòðåò ìàÿòíèêà. Êàðòèíà ïåðèî-
äè÷íà ïî îñè θ  ñ ïåðèîäîì π2 . Â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèÿ (2.2)
ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ

nn,2,0 πθθ ±==& -öåëîå ÷èñëî. Ýòè êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò ãàðìîíè÷åñêèì
êîëåáàíèÿì, ÷àñòîòà êîòîðûõ íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Ñ ðîñòîì àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé òðàåêòîðèè ïðèíèìàþò ýëëèïòè÷åñêóþ ôîðìó è ïåðèîä
êîëåáàíèé ðàñòåò. Åñëè ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ïðåâûøàåò âåëè÷èíó lg /2 , òî
êîëåáàíèÿ ïåðåõîäÿò âî âðàùåíèÿ âîêðóã îñè. Òðàåêòîðèè, òî÷íî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýòîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè, ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðõíåå, íåóñòîé÷èâîå
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîä êîëåáàíèé ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòà
òðàåêòîðèÿ ðàçäåëÿåò îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñ ðàçëè÷íûì õàðàê-
òåðîì ïîâåäåíèÿ (êîëåáàíèÿ è âðàùåíèå) è ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàòðèñîé. Ñòðåëêè
íà ðèñóíêå óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ.

2.1.2 Êîíñåðâàòèâíûå ñèñòåìû

Ì àÿòíèê, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì (2.1) ñîõðàíÿåò ýíåðãèþ. Äåéñò-
âèòåëüíî,







 −+=−+= )cos(

l
g

ml)cos(mgl
mv

E θθθ 1
2

1
2

2
2

2 &

è

0sin2 ≡



 += θθθ &&&

l
g

ml
dt
dE . (2.3)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëèíèè íà ðèñóíêå 2.2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ëèíèè ðàâíîé ýíåðãèè. Ýíåðãèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ
ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà, à óðàâíåíèå (2.1) ïðèâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâíåíèé
ïåðâîãî ïîðÿäêà
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Òàêèì îáðàçîì, ðàññìîòðåííûé ìàÿòíèê îòíîñèòñÿ ê ãàìèëüòîíîâûì
ñèñòåìàì, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, êîíñåðâàòèâíû.

È ç êîíñåðâàòèâíîñòè (ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè) ñëåäóåò îäíî î÷åíü âàæ-
íîå ñâîéñòâî - ñîõðàíåíèå ïëîùàäåé (â îáùåì ñëó÷àå - îáúåìà) â ôàçîâîì
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ïðîñòðàíñòâå. Ýëåìåíò îáúåìà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Â ïðîöåññå ýâîëþöèè ýòî ìíîæå-
ñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ â äðóãîé ýëåìåíò ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (êàæäàÿ òî÷êà
ñëåäóåò ñâîåé ôàçîâîé òðàåêòîðèè), îáúåì êîòîðîãî äîëæåí îñòàâàòüñÿ ïî-
ñòîÿííûì.

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîõðàíåíèå îáúåìà íå ïîäðàçóìåâàåò ïðè
ýòîì ñîõðàíåíèÿ ôîðìû, òàê êàê ñîõðàíåíèå îáúåìà ìîæåò äîñòèãàòüñÿ
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýëåìåíò ôàçîâîãî îáúåìà
ïåðåíîñèòñÿ âäîëü òðàåêòîðèè ïðàêòè÷åñêè áåç äåôîðìàöèè. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïðîèñõîäèò ýêñïîíåíöèàëüíîå óäëèíåíèå îáúåìà â íåêîòîðîì íà-
ïðàâëåíèè ñ îäíîâðåìåííûì ñæàòèåì  â ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèè
(òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíûì). Õîòÿ ôàçîâûé îáúåì ñîõðàíÿåòñÿ â îáîèõ ñëó-
÷àÿõ, ïîâåäåíèå ñèñòåìû îòëè÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî. Â ïåðâîì ñëó÷àå òðà-
åêòîðèè, áëèçêèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè, îñòàþòñÿ áëèçêèìè - òðà-
åêòîðèè (à ñëåäîâàòåëüíî, è ðåøåíèå) óñòîé÷èâû. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìàëîå
íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ïðèâîäèò ê áûñòðîìó ðàñõîæäåíèþ òðàåêòîðèé ñî
âðåìåíåì - îíè íå óñòîé÷èâû.

Îòìåòèì åùå îäíî ñâîéñòâî êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùåå â òîì,
÷òî îíè èíâàðèàíòíû ê îáðàùåíèþ âðåìåíè (çàìåíå t  íà t− ). Â ñëó÷àå ìà-
ÿòíèêà ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè åãî äâèæåíèÿ çàñíÿòü íà âèäåîôèëüì, òî
ôèëüì ìîæíî ïðîêðó÷èâàòü â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ è îòëè÷èòü ïðàâèëüíîå
íàïðàâëåíèå îò îáðàòíîãî ïî âîñïðîèçâîäèìûì äâèæåíèÿì ìàÿòíèêà áó-
äåò íåâîçìîæíî.

2.1.3 Äèññèïàòèâíûå ñèñòåìû

Ï ðèìåðîì ïðîñòåéøåé äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû ìîæåò ñëóæèòü òîò æå
ïðîñòîé ìàÿòíèê, íî ïîäâåðæåííûé äåéñòâèþ ñèë òðåíèÿ. Ðåàëüíî ñèëû
òðåíèÿ ïðèñóòñòâóþò âñåãäà (òðåíèå íà îñè, ñîïðîòèâëåíèå âîçäóõà è ò.ä.) è
íè îäèí ñâîáîäíûé îñöèëÿòîð íå ñîâåðøàåò êîëåáàíèÿ íåîãðàíè÷åííî äîë-
ãî. Äëÿ ó÷åòà äåéñòâèÿ ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ íóæíî äîáàâèòü â óðàâíåíèå

(2.1.) ñëàãàåìîå, íàïðèìåð, ïðî-
ïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè äâèæåíèÿ
ìàÿòíèêà

0sin =++ θθµθ
l
g&&& , (2.4)

ãäå µ   åñòü êîýôôèöèåíò òðåíèÿ.
Ï îâòîðÿÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ

ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ ýíåðãèè, âìå-
ñòî (2.3) ïîëó÷èì òåïåðü     Ðèñ. 2.3.
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22θµ &ml
dt
dE −= . (2.5)

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà òðå-
íèÿ ýíåðãèÿ óáûâàåò ñî âðåìåíåì, ñòðåìÿñü â êîíå÷íîì èòîãå ê íóëþ (îòðè-
öàòåëüíîé ýíåðãèÿ ñòàòü íå ìîæåò). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñåìåéñòâî òðàåêòî-
ðèé, ïðåäñòàâëÿâøåå ñîáîé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ìíîæåñòâî êîíöåíòðè÷å-
ñêèõ îêðóæíîñòåé, ïðåâðàùàåòñÿ òåïåðü âî ìíî-
æåñòâî òðàåêòîðèé, ñõîäÿùèõñÿ ê íà÷àëó êîîð-
äèíàò. Í à ðèñóíêå 2.3 ïîêàçàíû ôàçîâûå ïîðòðå-
òû ìàÿòíèêà ñ òðåíèåì äëÿ ìàëîãî (à) è áîëüøî-
ãî (á) òðåíèÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå õàðàêòåðíîå âðåìÿ
çàòóõàíèÿ çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïåðèîä êîëå-
áàíèé è òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèðàëè
ñ ìàëûì øàãîì. Ñîîòâåòñòâóþùèé ôàçîâûé
ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì. Âî âòîðîì ñëó÷àå
çàòóõàíèå ïðîèñõîäèò çà âðåìÿ, ìåíüøåå ïåðèî-
äà. Êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ àïåðèîäè÷åñêèìè, à
ïîðòðåò íàçûâàåòñÿ óçëîì. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âñå
ôàçîâûå òðàåêòîðèè çàêàí÷èâàþòñÿ â îäíîé òî÷-
êå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïðèòÿãèâàþùåé òî÷êîé èëè àòòðàêòîðîì.

Í àëè÷èå àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì ñâîéñòâîì äèññèïàòèâíûõ
ñèñòåì. Àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé òîëüêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Â îáùåì
ñëó÷àå àòòðàêòîð - ýòî ïðèòÿãèâàþùåå ìíîæåñòâî (ëèíèÿ, ïîâåðõíîñòü è
ò.ä.). Ïðåäñòàâèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè îñöèëÿòîðå äîáàâëåíà âû-
íóæäàþùàÿ ñèëà (äëÿ êîíêðåòíîñòè ïðåäñòàâèì ñåáå ãèðþ â ÷àñàõ-
õîäèêàõ). Òåïåðü, íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ñõîäÿòñÿ ê îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâóþùåé ñèëîé

(ðèñ.2.4). Ýòà êðóãîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ïðåäåëüíûì
öèêëîì). Âàæíûì  ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî â äèññèïàòèâíîé ñèñòåìå ïðîïàëà
çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé (íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðå-
ìåíàõ, êîãäà ñèñòåìà âûõîäèò íà àòòðàêòîð).

Ðèñ. 2.4.

     Ðèñ. 2.5.
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Ðàññìîòðåííûé ïðèìåð èëëþñòðèðóåò åùå îäíî âàæíåéøåå ñâîéñòâî
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì - ñæàòèå ïëîùàäåé (îáúåìà) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñò-
âå. Îáúåì ëþáîãî ìíîæåñòâà íà÷àëüíûõ óñëîâèé óìåíüøàåòñÿ â ñðåäíåì âî
âðåìåíè. Îäíàêî, êàê è â êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåìàõ, ýâîëþöèÿ ìíîæåñòâà
ìîæåò ïðîèñõîäèòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì. È íîãäà (êàê â ïðîñòîì ìàÿòíèêå ñ
òðåíèåì) ýòî ìíîæåñòâî ðàâíîìåðíî ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó (èëè ñòðåìèòñÿ ê
ïðåäåëüíîìó öèêëó) è âñå òðàåêòîðèè ñáëèæàþòñÿ ñî âðåìåíåì. Í î íå âñå-
ãäà óìåíüøåíèå îáúåìà ïîäðàçóìåâàåò íåèçáåæíîå ñîêðàùåíèå äëèí. Ðàñ-
òÿæåíèå îáúåìà â îäíîì íàïðàâëåíèè ìîæåò êîìïåíñèðîâàòüñÿ áîëåå ýô-
ôåêòèâíûì ñæàòèåì â äðóãîì íàïðàâëåíèè. Ýòè äâà ñöåíàðèÿ ñæàòèÿ ôàçî-
âîãî îáúåìà ïîêàçàíû íà ðèñóíêå 2.5.

Ï îñëåäíåå ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì îò êîí-
ñåðâàòèâíûõ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îíè íå èíâàðèàíòíû ê îáðàùåíèþ âðåìåíè.
Åñëè ôèëüì î çàòóõàþùåì ìàÿòíèêå ïðîñìàòðèâàòü â îáðàòíîì íàïðàâëå-
íèè, òî ìàÿòíèê ñòàíåò ðàñêà÷èâàþùèìñÿ.

2.1.4 Ï ðèìåð íåìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû

Ï ðèâåäåì ïðîñòîé ïðèìåð äèññèïàòèâíîé ñèñòåìû èç æèâîãî ìèðà.
Ýòî ìîäåëü ñèñòåìû æåðòâà - õèùíèê. Ñèñòåìà áåññïîðíî äèññèïàòèâíà,
òàê êàê â îòñóòñòâèå ïèùè ëþáàÿ áèîëîãè÷åñêàÿ ïîïóëÿöèÿ âûìèðàåò.

Ï óñòü â èçîëèðîâàííîì ëåñó îáèòàþò òîëüêî çàéöû è âîëêè, çà ïîïó-
ëÿöèÿìè êîòîðûõ ìû è ñîáèðàåìñÿ ñëåäèòü ( N - êîëè÷åñòâî âîëêîâ, n - êî-
ëè÷åñòâî çàéöåâ). Ô àçîâîå ïðîñòðàíñòâî åñòü â ýòîì ñëó÷àå îäèí êâàäðàíò
íà ïëîñêîñòè ),( Nn , òàê êàê îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ äëÿ ÷èñëåííîñòè æè-
âîòíûõ íå âîçìîæíû. Ïîñòàðàåìñÿ íàðèñîâàòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû,
íå âûïèñûâàÿ óðàâíåíèé.

Êàêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþò âîçìîæíûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ æèçíè â
ëåñó ? Ýòî ðîæäàåìîñòü îáîèõ âèäîâ, åñòåñòâåííàÿ ñìåðòíîñòü, àïïåòèò
âîëêîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ó êàæäîãî âèäà åñòü íàèìåíüøåå êðèòè÷åñêîå ÷èñëî
(ñîîòâåòñòâåííî, cn è cN ), íåîáõîäèìîå äëÿ òîãî, ÷òîáû âèä ìîã âîñïðîèç-
âîäèòüñÿ. Îòëîæèì íà îñÿõ ýòè êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ è ïîäóìàåì, êàê ìî-
æåò ðàçâèâàòüñÿ ñèñòåìà åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàþò ñòàðò ôàçîâîé
òðàåêòîðèè âáëèçè îñåé êîîðäèíàò. ßñíî, ÷òî ðåøàþùèì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
çàéöåâ. Åñëè êîëè÷åñòâî çàéöåâ íå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîääåðæàíèÿ âèäà, òî
âûìðóò çàéöû, à ñëåäîì ñ íåèçáåæíîñòüþ âûìðóò è âîëêè. Åñëè ìàëî âîë-
êîâ )( cNN < , à çàéöåâ äîñòàòî÷íî, òî ïîñëå âûìèðàíèÿ âîëêîâ ÷èñëåííîñòü
ïîïóëÿöèè çàéöåâ (â óïðîùåííîé ìîäåëè) áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò íàëè-
÷èÿ òðàâû â íàøåì ëåñó (îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî êàê mn ). Òàêèì îáðàçîì, â
ñèñòåìå âûÿâèëèñü äâå ïðèòÿãèâàþùèå òî÷êè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
ñâîþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ.
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Åñëè ÷èñëî çàéöåâ è âîëêîâ äîñòàòî÷íî, òî íàèáîëåå âåðîÿòíîå ðàç-
âèòèå ñîáûòèé - ýòî âîçíèêíîâåíèå êîëåáàíèé: ðàçìíîæèëèñü âîëêè -
óìåíüøàåòñÿ ÷èñëî çàéöåâ, ñòàëî ìàëî çàéöåâ - óìåíüøàåòñÿ ÷èñëåííîñòü
âîëêîâ, ñòàëî ìåíüøå âîëêîâ - ñíîâà ðàçìíîæàþòñÿ çàéöû è ò.ä. Òàêîé
ñöåíàðèé íåìåäëåííî ñëåäóåò è èç ïðîñòåéøåé ìîäåëüíîé ñèñòåìû

,

,

nNNN

nNnn

δγ
βα
+−=

−=
&
&

(2.6)

ãäå α  - ðîæäàåìîñòü çàéöåâ, γ - ñìåðòíîñòü âîëêîâ (ñìåðòíîñòüþ çàéöåâ îò
ñòàðîñòè ïðåíåáðåãàåì), β  è δ - êîýôôèöèåíòû, îïèñûâàþùèå ðåçóëüòàò
âñòðå÷è çàéöåâ ñ âîëêàìè (êàê ÷àñòî òàêèå âñòðå÷è çàêàí÷èâàþòñÿ òðàãè÷å-
ñêè è ñêîëüêî âîëêîâ ìîãóò íàñûòèòüñÿ â ðåçóëüòàòå îäíîé óäà÷íîé îõîòû).
Ñèñòåìà (2.6) èìååò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå: δγβα /,/ == Nn , à ëèíåàðèçà-
öèÿ ñèñòåìû âáëèçè òî÷êè ðàâíîâåñèÿ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

nn αγ=&& ,

èìåþùèì ñâîèì ðåøåíèåì ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì, òî ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëå-
íèÿ â ñèñòåìå ïðåäåëüíîãî öèêëà. Âñå ñêàçàííîå ñóììèðóåò ðèñóíîê 2.6, ãäå
ïðèâåäåí êà÷åñòâåííûé âèä ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû çàéöû - âîëêè.
Âèäíî, ÷òî àòòðàêòîð ñèñòåìû âêëþ÷àåò äâà óçëà è ïðåäåëüíûé öèêë, è ÷òî
êàæäûé èç òðåõ ýëåìåíòîâ àòòðàêòîðà èìååò ñâîþ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ. Îá-
ëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ðàçäåëåíû ñåïàðàòðèñàìè, îáîçíà÷åííûìè ïóíêòèðîì.

Ðèñ. 2.6.



50

2.2 Áèôóðêàöèè

2.2.1 ×òî òàêîå áèôóðêàöèÿ ?

Â ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðàõ
äèññèïàòèâíûõ ñèñòåì ñ ïîäâîäîì ýíåðãèè
(ìàÿòíèê, ýíåðãèÿ êîòîðîãî ïîääåðæèâà-
åòñÿ çà ñ÷åò  îïóñêàþùåéñÿ ãèðè, æèâîò-
íûå â ëåñó, ïèòàþùèåñÿ â êîíå÷íîì èòîãå
çà ñ÷åò òðàâû) ìû îáîøëè ìîë÷àíèåì
âàæíûé âîïðîñ î òîì, êàê óñòîé÷èâîå ðå-
øåíèå (òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå)
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì è ñìåíÿåòñÿ
ïðåäåëüíûì öèêëîì. ßñíî, ÷òî ïîâåäåíèå
ñèñòåìû çàâèñèò îò íåêîòîðûõ óïðàâëÿþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ (ìàññà ãèðè â ÷àñàõ, ïðè
íåäîñòàòêå êîòîðîé ìàÿòíèê îñòàíîâèòñÿ,
ðîæäàåìîñòü çàéöåâ è ò.ä.) è ïðè èçìåíå-
íèå ýòîãî ïàðàìåòðà âîçìîæíû íå òîëüêî
êîëè÷åñòâåííûå, íî è êà÷åñòâåííûå ïåðå-
ñòðîéêè õàðàêòåðà ýâîëþöèè ñèñòåìû.

Òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ,
ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäÿò êà÷åñòâåííûå èç-
ìåíåíèÿ õàðàêòåðà ðåøåíèé, íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé áèôóðêàöèè, à ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàçûâàåòñÿ êðèòè÷å-
ñêèì. Âñïîìíèì ðåçóëüòàòû àíàëèçà êîí-
âåêòèâíîé óñòîé÷èâîñòè íàãðåòîé æèäêî-
ñòè â ãîðèçîíòàëüíîì ñëîå, îïèñàííûå â
ïåðâîé ãëàâå è ïðåäñòàâèì èõ íà ïëîñêî-
ñòè ),( AR , ãäå R  - ÷èñëî Ðåëåÿ, à A - àìïëè-
òóäà (ñêîðîñòü âðàùåíèÿ) êîíâåêòèâíûõ
âàëîâ (ñì. ðèñ.2.7). Ïðè cRR < , åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâàÿ íå-
ïîäâèæíàÿ òî÷êà (êîíâåêöèÿ îòñóòñòâóåò).
Â òî÷êå cRR =   ðîæäàåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
ïàðà ðåøåíèé (ýòî òàêæå óñòîé÷èâûå òî÷-
êè), êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò
âðàùåíèþ âàëîâ â òó èëè èíóþ ñòîðîíó.

Ðèñ. 2.7.

   Ðèñ. 2.8.
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Ï ðè ýòîì ïðåæíåå ðåøåíèå ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Â ýòîé òî÷êå èìååò
ìåñòî áèôóðêàöèÿ, íàçûâàåìàÿ âèëêîé (îòâåòâëåíèå ïàðû ðåøåíèé â âèäå
ïðèòÿãèâàþùèõ òî÷åê). Òàêèì îáðàçîì, òî÷êîé áèôóðêàöèè íàçûâàåòñÿ
òî÷êà, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò âåòâëåíèå ðåøåíèé.

2.2.2 Áèôóðêàöèÿ Õîïôà

Áèôóðêàöèåé Õîïôà íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ïðåäåëüíîãî öèê-
ëà èç òî÷êè. Ï îâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè òî÷êè áèôóðêàöèè èëëþñòðèðóåò
ðèñóíîê 2.8. Í à ðèñóíêå ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû ôàçîâûå òðàåêòîðèè
ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà ε : ccc εεεεεε >=< ,, .

Îòìåòèì äâà âàæíûõ ñâîéñòâà áèôóðêàöèè Õîïôà. Âî-ïåðâûõ, âáëè-
çè òî÷êè áèôóðêàöèè ïåðèîä êîëåáàíèé íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû íàäêðè-
òè÷íîñòè ñεε − . Âî-âòîðûõ, àìïëèòóäà êîëåáàíèé (àìïëèòóäà ïðåäåëüíîãî
öèêëà) çàâèñèò îò íàäêðèòè÷íîñòè ïî êîðíåâîìó çàêîíó, òî åñòü ïðîïîð-
öèîíàëüíà âåëè÷èíå || cεε − .

È ìåííî ñ áèôóðêàöèåé Õîïôà ñâÿçàí ïåðâûé ïðåäëîæåííûé ñöåíà-
ðèé ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ ê òóðáóëåíòíîñòè (Ëàíäàó, 1944ã.).
Ñîãëàñíî ñöåíàðèþ Ëàíäàó ïåðåõîä ê òóðáóëåíòíîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
áåñêîíå÷íóþ öåïî÷êó áèôóðêàöèé Õîïôà, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèâîäèò ê
ïîÿâëåíèþ íîâîé ÷àñòîòû. Â òàêîé ñõåìå àòòðàêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé n -
ìåðíûé òîð ñ n , ñòðåìÿùèìñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, è õàîñ ðîæäàåòñÿ â ñèñòåìå
ñ î÷åíü áîëüøèì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.

2.2.3 Í îðìàëüíûå è îáðàòíûå áèôóðêàöèè

Ï ðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.2.7 áèôóð-
êàöèîííàÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò
íîðìàëüíîé (ñóïåðêðèòè÷åñêîé) áèôóð-
êàöèè âèëêè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîçíè-
êàþùàÿ â òî÷êå áèôóðêàöèè ïàðà ðåøå-
íèé îòâåòâëÿåòñÿ îò íà÷àëüíîãî ðåøåíèÿ
ìÿãêî, òî åñòü ñ íóëåâîé íà÷àëüíîé àì-
ïëèòóäîé, êîòîðàÿ ìîíîòîííî ðàñòåò ïî
ìåðå ðîñòà íàäêðèòè÷íîñòè.

Òî÷íî òàêæå íîðìàëüíîé (ñóïåð-
êðèòè÷åñêîé) íàçûâàåòñÿ áèôóðêàöèÿ
Õîïôà, åñëè ïðåäåëüíûé öèêë ðîæäàåòñÿ
ñ íóëåâîé àìïëèòóäîé è â òî÷êå áèôóð-

 Ðèñ. 2.9.
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êàöèè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè íåéòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè. Ïî ìåðå
óäàëåíèÿ îò òî÷êè áèôóðêàöèè ïðîèñõîäèò ïëàâíîå óâåëè÷åíèå àìïëèòóäû
ïðåäåëüíîãî öèêëà.

Âîçìîæíà è äðóãàÿ êàðòèíà, êîãäà â òî÷êå áèôóðêàöèè ïðîèñõîäèò
æåñòêèé ïåðåõîä ê öèêëó êîíå÷íîé àìïëèòóäû (èëè, â ñëó÷àå âèëêè, äâå íî-
âûå òî÷êè ïîÿâëÿþòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà). Ýòî ïðîèñ-
õîäèò, êîãäà íåëèíåéíûå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ ñòðåìÿòñÿ óñèëèòü âîçíè-
êàþùóþ íåóñòîé÷èâîñòü. Ïðîõîäÿ òî÷êó áèôóðêàöèè ñïðàâà íàëåâî
(ðèñ.2.9) ìîæíî âèäåòü, ÷òî íåóñòîé÷èâàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ïðåâðàùàåòñÿ
â óñòîé÷èâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó è íåóñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë. Òàêàÿ
áèôóðêàöèÿ íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé èëè ñóáêðèòè÷åñêîé.

Âàæíîé îñîáåííîñòüþ îáðàòíûõ áèôóðêàöèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå èí-
òåðâàëà óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà cñ εεε <<′ , â êîòîðîì ñîñóùåñòâóþò äâà
óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ. Êàêîå èç ýòèõ ðåøåíèé ðåàëèçóåòñÿ, çàâèñèò îò ïðå-
äûñòîðèè: ïðè äâèæåíèè ñëåâà íàïðàâî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà îñòàåòñÿ óñòîé-
÷èâîé äî çíà÷åíèÿ ñεε = , ïîñëå ÷åãî ðåøåíèå ïåðåïðûãèâàåò íà îäíó èç
äâóõ óñòîé÷èâûõ âåòâåé. Ïðè äâèæåíèè ñïðàâà íàëåâî ðåøåíèå ñëåäóåò
âäîëü ýòîé âåòâè äî òî÷êè ′= ñεε , ãäå ñêà÷êîì ïåðåõîäèò â óñòîé÷èâóþ íå-
ïîäâèæíóþ òî÷êó íà îñè.

Òàêîå ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ãèñòåðåçèñîì è õîðîøî èçâåñòíî â ñàìûõ
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè è ìåõàíèêè.

2.3 Êàê îïèñàòü ïåðåõîä è õàîñ ?

2.3.1 Ñå÷åíèÿ Ï óàíêàðå

È äåÿ ìåòîäà Ïóàíêàðå ñîñòîèò â
ñíèæåíèè îáúåìà îáðàáàòûâàåìîé
èíôîðìàöèè ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ
ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïóòåì ðàññìîò-
ðåíèÿ ëèøü äèñêðåòíîãî ðÿäà òî÷åê íà
òðàåêòîðèè. Ðåàëèçóåòñÿ ýòà èäåÿ ïó-
òåì âûáîðà íåêîòîðîé (âîîáùå ãîâî-
ðÿ, ïðîèçâîëüíîé) ïëîñêîñòè â ôàçî-
âîì ïðîñòðàíñòâå è íàáëþäåíèÿ çà
òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè
ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè. Ì åòîä ïîÿñ-
íÿåò ðèñóíîê 2.10, ãäå äëÿ òðåõìåðíî-
ãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïîêàçàíû

  Ðèñ. 2.10.
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òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ôàçîâîé òðàåê-
òîðèåé (ïðè÷åì ôèêñèðóþòñÿ òîëüêî òî÷êè,
â êîòîðûõ òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ïëîñêîñòü
â îäíîì íàïðàâëåíèè, â äàííîì ñëó÷àå, ñâåð-
õó âíèç).

Ì íîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ iP  îáðà-
çóþò ñå÷åíèå Ïóàíêàðå, à ïðåîáðàçîâàíèå,
ñâÿçûâàþùåå ïîñëåäóþùóþ òî÷êó ñ ïðåäû-
äóùåé

)(1 ii PTP =+ (2.7)

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì Ïóàíêàðå.
Ï ðè ïåðåõîäå îò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ê

ñå÷åíèþ Ïóàíêàðå ïðîèñõîäèò ñíèæåíèå
ðàçìåðíîñòè èññëåäóåìîãî ìíîæåñòâà. Ïðè
ýòîì ðàññìàòðèâàåòñÿ íå ñèñòåìà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, à îòîáðàæåíèå (2.7) ñ äèñ-
êðåòíûì âðåìåíåì è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ çàìåíÿþòñÿ ðàçíîñò-
íûìè. Â òî æå âðåìÿ, ñå÷åíèå Ïóàíêàðå ñîõðàíÿåò òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà
ïîðîäèâøåãî åãî ïîòîêà. Òàê äëÿ êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû ñå÷åíèå ñîõðà-
íÿåò, à äëÿ äèññèïàòèâíîé ñîêðàùàåò ïëîùàäè íà ïëîñêîñòè S .

Åñëè ðåøåíèå ñèñòåìû ïåðèîäè÷åñêîå, õàðàêòåðèçóåìîå ÷àñòîòîé 1f ,
òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ è ñå÷åíèå
Ï óàíêàðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíó åäèíñòâåííóþ
òî÷êó (èëè íåñêîëüêî òî÷åê, åñëè òðàåêòîðèÿ î÷åíü èçâèëèñòàÿ è/èëè íå-
óäà÷íî âûáðàíà ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ). Åñëè â ðåøåíèè ïîÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ
÷àñòîòà 2f  è àòòðàêòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé òîð, òî òî÷êè â ñå-
÷åíèå Ï óàíêàðå ëîæàòñÿ íà çàìêíóòóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ ìîæåò èìåòü èëè
íå èìåòü òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (ðèñ.2.11). Ï ðè ýòîì òî÷êè ìîãóò îáðàçî-
âûâàòü íà ýòîé êðèâîé êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, åñëè îòíîøåíèå ÷àñòîò 21 / ff
ðàöèîíàëüíî è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòóþ ëèíèþ,
èëè ïîêðûâàòü êðèâóþ íåïðåðûâíûì îáðàçîì, åñëè îòíîøåíèå ÷àñòîò èð-
ðàöèîíàëüíî.

Ï îñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, ÿâ-
ëÿåòñÿ ëè çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ óñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì âîç-
ìóùåíèÿì. È íà÷å ãîâîðÿ, íóæíî óçíàòü, êàê èçìåíèòñÿ ïîëîæåíèå òî÷êè P
íà ñëåäóþùåì øàãå, åñëè íà äàííîì øàãå âíåñòè âîçìóùåíèå â åå ïîëîæå-
íèå. Îãðàíè÷èâàÿñü ëèíåéíûì àíàëèçîì óñòîé÷èâîñòè, äëÿ îïèñàíèÿ îòî-
áðàæåíèÿ Ïóàíêàðå )(PT ââîäÿò ìàòðèöó

      Ðèñ. 2.11.
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íàçûâàåìóþ ìàòðèöåé Ô ëîêå. Ýòà ìàòðèöà õàðàêòåðèçóåò ðåàêöèþ îòî-
áðàæåíèÿ T  âäîëü êîîðäèíàòû i  íà âîçìóùåíèå âäîëü êîîðäèíàòû j . Óñ-
òîé÷èâîñòü öèêëà îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû (2.8). Ñìåùåíèå òðàåê-
òîðèè íà ñëåäóþùåì âèòêå ýêñïîíåíöèàëüíî
óáûâàåò ñî âðåìåíåì, åñëè âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíî-
ñòè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Åëè æå êàêîå-
ëèáî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñòàíîâèòñÿ ïî ìî-
äóëþ áîëüøå åäèíèöû, òî ñìåùåíèÿ ðàñòóò ñî
âðåìåíåì è öèêë ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

È çó÷åíèå ñâîéñòâ ìàòðèöû Ô ëîêå ïî-
çâîëÿåò íå òîëüêî îïðåäåëèòü óñòîé÷èâ èëè
íåò ïðåäåëüíûé öèêë, íî è óçíàòü âèä áèôóðêàöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïîòå-
ðå óñòîé÷èâîñòè. Ï îòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ïðîèñ-
õîäèò ïðè ïåðåñå÷åíèè ìîäóëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ ÷åðåç åäèíè÷íóþ îê-
ðóæíîñòü. Ýòî ïåðåñå÷åíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè (ðèñ.2.12).

Â ïåðâîì ñëó÷àå, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå äåéñòâèòåëüíî è ïåðåñåêàåò
îêðóæíîñòü â òî÷êå +1. Ýòîò ïåðåõîä ñîîòâåòñòâóåò áèôóðêàöèè óçåë-ñåäëî,
îçíà÷àþùåé, ÷òî ïîÿâëÿåòñÿ îäíî íåóñòîé÷èâîå íàïðàâëåíèå è ïåðèîäè÷å-
ñêîå äâèæåíèå ðàçðóøàåòñÿ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå òàêæå äåéñòâèòåëüíî, íî ïå-
ðåñåêàåò îêðóæíîñòü â òî÷êå -1. Ì îìåíò ïåðåõîäà ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè,
êîãäà òðàåêòîðèÿ ÷åðåç ðàç ñíîâà  ïîïàäàåò  â ïðåæíþþ òî÷êó. Ýòî òàê íà-
çûâàåìàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîåíèÿ ïåðèîäà (ñóáãàðìîíè÷åñêàÿ áèôóðêàöèÿ).
Îíà ìîæåò áûòü íîðìàëüíîé è îáðàòíîé. Ï ðè íîðìàëüíîé ñóáãàðìîíè÷å-
ñêîé áèôóðêàöèè ðåøåíèå çàìåíÿåòñÿ íîâûì óñòîé÷èâûì ïåðèîäè÷åñêèì
ðåøåíèåì ñ óäâîåííûì ïåðèîäîì (ñì. ïàðàãðàô 1.7), ïðè îáðàòíîé áèôóð-
êàöèè âîçíèêàåò âðåìåííàÿ ïåðåìåæàåìîñòü, êîãäà äîëãèå èíòåðâàëû ïî÷-
òè ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ñìåíÿþòñÿ õàîòè÷åñêèìè îñöèëÿöèÿìè.

Òðåòèé òèï ïåðåõîäà âîçíèêàåò ïðè êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ çíà÷åíèé îäíîâðåìåííî
ïåðåñåêàåò åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü. Ýòîò ïåðåõîä îòâå÷àåò áèôóðêàöèè
Õîïôà (âîçíèêàåò áëóæäàíèå òðàåêòîðèè âîêðóã óñòîé÷èâîé ïðåæäå òî÷-
êè). Åñëè áèôóðêàöèÿ íîðìàëüíàÿ, òî ïðåäåëüíûé öèêë ïåðåõîäèò â òîð,
åñëè îáðàòíàÿ, òî âíîâü âîçíèêàåò ïåðåìåæàåìîñòü.

      Ðèñ. 2.12.
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2.3.2 Ï îêàçàòåëè Ëÿïóíîâà

Òåîðèÿ Ô ëîêå ðàññìàòðèâàåò óñ-
òîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ôàçîâîé òðàåê-
òîðèè, èíòåðåñóÿñü ïðè ýòîì òîëüêî
ïîâåäåíèåì âñåãî öèêëà â öåëîì. Ì îæ-
íî ïîñòàâèòü âîïðîñ è î ëîêàëüíîé óñ-
òîé÷èâîñòè òðàåêòîðèè, íåçàâèñèìî îò
òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè îíà çàìêíóòîé èëè
íåò. È íà÷å ãîâîðÿ, ðå÷ü èäåò î õàðàê-
òåðèñòèêå ñêîðîñòè ðàñõîæäåíèÿ (ñõî-
æäåíèÿ) íà÷àëüíî áëèçêèõ òðàåêòîðèé
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Êîëè÷åñòâåí-
íîé ìåðîé ðàñõîäèìîñòè òðàåêòîðèé
ÿâëÿþòñÿ ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà.

×òîáû ââåñòè ïîêàçàòåëè Ëÿïó-
íîâà, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü ýâîëþ-
öèþ ìàëîãî âîçìóùåíèÿ )(tX

r
δ  ôàçîâîé

òðàåêòîðèè )(tX
r

. È íòåãðèðóÿ ÷èñëåíî
èññëåäóåìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ìàòðèöó M , ñâÿçûâàþ-
ùóþ âåêòîð âîçìóùåíèé â ìîìåíò
âðåìåíè tt δ+ ñ âåêòîðîì â ìîìåíò âðå-
ìåíè t :

)()()( tXtMttX
rr
δδδδ =+ .

Äëÿ n - ìåðíîé ñèñòåìû ìàòðèöà
M  áóäåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 2n  è
n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Òðàåêòîðèÿ
óñòîé÷èâà, åñëè ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåí-
íûõ ÷èñåë ìåíüøå åäèíèöû (èëè ïîêà-
çàòåëè ñòåïåíè ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì
ïðåäñòàâëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë îò-
ðèöàòåëüíû). Íà ïðàêòèêå èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿåò íàèáîëåå îïàñíîå íà-
ïðàâëåíèå è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî îäèí,
ñàìûé áîëüøîé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà.
È ñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íà êîíå÷íûõ âðå-
ìåíàõ âîçìóùåííàÿ òðàåêòîðèÿ óõîäèò

 Ðèñ. 2.13.
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â ñàìîì íåóñòîé÷èâîì íàïðàâëåíèè, ïðàêòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ïåðâîãî
ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà ìîæíî ðåàëèçîâàòü ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

Â òî÷êå )(tX
r

 íà çàäàííîé òðàåêòîðèè âíîñèòñÿ âîçìóùåíèå )(tX
r
δ , îò-

ñòîÿùåå íà ðàññòîÿíèå 0d  îò îñíîâíîé òðàåêòîðèè. Ðåøàÿ äàëåå èññëåäóå-
ìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ íåâîçìóùåííîãî è âîçìóùåííîãî ðåøåíèÿ, âû-
÷èñëÿþò ðàññòîÿíèå ìåæäó òðàåêòîðèÿìè )(td  ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè τ .
Äàëåå, âîçìóùåííóþ òî÷êó ñíîâà óñòàíàâëèâàþò íà ðàññòîÿíèè 0d  îò îñ-
íîâíîé òðàåêòîðèè, íî òàê, ÷òî îíà îñòàåòñÿ â òîì íàïðàâëåíèè îò òî÷êè

)( τ+tX
r

, ÷òî áûëî ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé âîçìóùåííîãî ðåøå-
íèÿ. Òåì ñàìûì íà êàæäîì øàãå ìû âû÷èñëÿåì ñêîðîñòü ðàñõîæäåíèÿ òðà-
åêòîðèé â íàèáîëåå îïàñíîì íàïðàâëåíèè.   Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàñõîæäåíèå òðà-
åêòîðèé ïîä÷èíÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó τλτ 1

0)( edtd =+   è ìíîãî-
êðàòíî ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëå äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïåðâîãî ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà:

∑
=∞→

=
m

i

i

m d
d

m 1 0
1 ln

1
lim

τ
λ .

2.3.3 Ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà

Äðóãîé âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿåòñÿ ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà (Ê-ýíòðîïèÿ). Í àïîìíèì,
÷òî ýíòðîïèÿ åñòü ìåðà áåñïîðÿäêà (â òåðìîäèíàìèêå) èëè ìåðà èíôîðìà-
öèè, íåîáõîäèìîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû â íåêîòîðîì ñî-
ñòîÿíèÿ (â òåîðèè èíôîðìàöèè) è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

∑−=
i

ii PPS ln ,

ãäå iP  åñòü âåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ ñèñòåìû â ñîñòîÿíèè i .
Ï óñòü ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò â d - ìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå,

êîòîðîå ðàçáèâàåòñÿ íà ÿ÷åéêè ðàçìåðà l  (âñåãî dl  ÿ÷ååê). Ñîñòîÿíèå ñèñòå-
ìû ôèêñèðóåòñÿ ÷åðåç èíòåðâàëû âðåìåíè τ  è íà êàæäîì øàãå ðåãèñòðèðó-
åòñÿ íîìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îêàçàëàñü ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ )(tX

r
. Îáîçíà-

÷èì 
niiP ....0
 ñîâìåñòíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñèñòåìà, ñòàðòîâàâ ïðè 0tt =  â

ÿ÷åéêå 0i , ïðîøëà ÷åðåç ÿ÷åéêè ,....21, ii è â ìîìåíò τntt += 0  îêàçàëàñü â ÿ÷åéêå

ni . È íôîðìàöèÿ, íåîáõîäèìàÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû íà çà-
äàííîé òðàåêòîðèè, ïðîïîðöèîíàëüíà ýíòðîïèè  Ø åíîíà
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nn

n

iiii
ii

n PPK ........
...

00

0

ln∑−= .

Òîãäà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà ïðîøëà öåïî÷êó ñîñòîÿíèé nii ...0 , òî äëÿ
ïðåäñêàçàíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû íà ñëåäóþùåì øàãå òðåáóåòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ nn KK −+ 1 . È íà÷å ãîâîðÿ, ýòà ðàçíîñòü îïèñûâàåò ïîòå-
ðþ èíôîðìàöèè íà øàãå 1+n .

Ýíòðîïèÿ Êîëìîãîðîâà ââîäèòñÿ êàê õàðàêòåðèñòèêà ñêîðîñòè ïîòå-
ðè èíôîðìàöèè

mm

m

iiii
ii

mlnn

m

n
ml

PP
m

KK
m

K ........
...

001

1

0
00 00

0

ln
1

limlimlim)(
1

limlimlim ∑∑ ∞→→→+

−

=∞→→→
−=−=

ττ ττ
. (2.9)

Ï ðîöåäóðó âû÷èñëåíèÿ ýíòðîïèè èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 2.13 íà ïðè-
ìåðå îäíîìåðíîé ñèñòåìû ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì. Îñü àáñöèññ ñîîòâåòñò-
âóåò âðåìåíè, ðàçáèòîìó íà èíòåðâàëû äëèíîé τ .  Ï ðè ðàññìîòðåíèè äèñ-
êðåòíîãî âðåìåíè ïðåäåë ïî τ  íå áåðåòñÿ. Âåðîÿòíîñòü lPi =0

, à ÷èñëî ÿ÷ååê,
â êîòîðûå ìîæåò ïîïàñòü ñèñòåìà íà ñëåäóþùåì øàãå ïóñòü îñòàåòñÿ ïî-
ñòîÿííûì è ðàâíûì N . Òîãäà âåðîÿòíîñòü NlP ii /

10
= , 2/

210
NlP iii = , à

m
ii NlP
m

/...0
= . Òîãäà îáùåå ÷èñëî âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé åñòü lNM m /=  è

.ln)ln(ln
1

limlimln
1

limlim
0........

1
0 00

NNml
N

l
M

m
PP

m
K

mmliiii

M

ml mm
=−−=−=

∞→→∞→→ ∑

Í à ðèñ.2.13à ïîêàçàí ïðèìåð ðåãóëÿðíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà èç ÿ÷åéêè
0i  ñèñòåìà îäíîçíà÷íî ïåðåõîäèò â äàííóþ ÿ÷åéêó 1i  è ò.ä., à ïåðâîíà÷àëüíî

áëèçêèå òðàåêòîðèè îñòàþòñÿ áëèçêèìè. Â ýòîì ñëó÷àå 1=N  è 0=K . Â ñëó-
÷àå, ïîêàçàííîì íà ðèñ.2.13á, áëèçêèå òðàåêòîðèè ðàñõîäÿòñÿ ýêñïîíåíöè-
àëüíî è λeN = . Òîãäà λ=K  è, êàê âèäèì, Ê - ýíòðîïèÿ ñîâïàäàåò â ýòîì
ñëó÷àå ñ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà. Ï îñëåäíèé ñëó÷àé (ðèñ.2.13â) ñîîòâåòñòâó-
åò ñëó÷àéíîé ñèñòåìå, â êîòîðîé íà êàæäîì øàãå ñèñòåìà ñ ðàâíîé âåðîÿò-
íîñòüþ îêàçûâàåòñÿ â ëþáîé ÿ÷åéêå. Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ∞→N  è

∞→K .
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2.4 Ñïåêòðû Ô óðüå

2.4.1 Í åïðåðûâíîå è äèñêðåòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ô óðüå

Àíàëèç Ô óðüå èãðàåò îñîáóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè íå òîëüêî ïå-
ðèîäè÷åñêèõ, íî òàêæå êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèãíàëîâ. Â
êîíòåêñòå çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûõ â ýòîé ãëàâå, îí èíòåðåñóåò íàñ êàê èí-
ñòðóìåíò, ïîçâîëÿþùèé îòëè÷àòü ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû îò ñòîõàñòè÷å-
ñêèõ, íî çíà÷åíèå ìåòîäà Ô óðüå â èçó÷åíèè ïðîáëåìû òóðáóëåíòíîñòè ýòèì
íå èñ÷åðïûâàåòñÿ. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, íàñêîëüêî îí ïîëåçåí ïðè
÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ  è ïðè îáðàáîòêå ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé. Âñå ýòî äåëàåò íåîáõîäèìûì êðàòêîå èçëîæåíèÿ îñíîâ-
íûõ ñâîéñòâ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ô óðüå.

Í àïîìíèì, ÷òî Ô óðüå ïðåäëîæèë ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä ïî ãàð-
ìîíè÷åñêèì ôóíêöèÿì êàê ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
êîòîðîå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìååò âèä

TT xxt ∂=∂ η .  (2.10)

Åñëè çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà îòðåçêå (0,L) è èìååò, íàïðèìåð, íóëåâûå
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, òî òåìïåðàòóðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðÿäîì

∑ 




=

n
n L

nx
tbtxT

π2
sin)(),(  . (2.11)

Ï îäñòàíîâêà (2.11) â (2.10), äàåò óðàâíåíèå

∑∑ 










−=







n
n

n
n L

nx
L

ntb
L
nxtb ππηπ 2sin2)(2sin)(

2

& , (2.12)

êîòîðîå ðàñïàäàåòñÿ íà îòäåëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè (äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî óìíîæèòü óðàâíåíèå íà )/2sin( Lmπ è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî
ðàññìàòðèâàåìîìó îòðåçêó)

)(2)(
2

tb
L
mtb mm ηπ 




−=& . (2.13)

Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ â ðåçóëüòàòå òðèâèàëüíûì:
ïîñëå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä äëÿ êàæäîé ãàðìîíèêè èìååòñÿ ðåøåíèå (2.13),
èìåÿ êîòîðûå, ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî (2.11) ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â
ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.
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Â îáùåì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêóþ  ôóíêöèþ )(tf ñ ïåðèîäîì T , äëÿ êî-

òîðîé ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫
+

−

2/

2/
|)(|

T

T
dttf ,  ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä Ô óðüå:

( ) tin

n n
nnn ectnbtna

a
tf 0

0
00

0 )sin()cos(
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)( ωωω∑ ∑
∞

=

∞
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=++= , (2.14)

ãäå T/20 πω = , à êîýôôèöèåíòû Ô óðüå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

∫
−

=
2/

2/
0 )cos()(

2 T

T
n dttntf

T
a ω ,  ∫

−

=
2/

2/
0 )sin()(
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T
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T
b ω , (2.15)

  ∫
−

−
− ==

2/

2/

* 0)(
1 T

T

ti
nn dtetf

T
cc ω , (2.16)

ãäå çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíî êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå.

Äåéñòâèòåëüíóþ ôóíêöèþ )(tf  ìîæíî ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì Ô ó-

ðüå, åñëè äëÿ íåå ñóùåñòâóåò èíòåãðàë ∫
+ ∞

∞−
dttf |)(| . Òîãäà

∫
+ ∞

∞−

= νν νπ deftf ti2)(?)( , (2.17)

∫
+ ∞

∞−

−= dtetff tiνπν 2)()(? . (2.18)

Çäåñü )(? νf åñòü ôóðüå-îáðàç ôóíêöèè )(tf , ν - ÷àñòîòà (áóäåì òàêæå
ïîëüçîâàòüñÿ êðóãîâîé ÷àñòîòîé πνω 2= ). Îòìåòèì, ÷òî êîãäà ðå÷ü èäåò î
ïðåîáðàçîâàíèè Ô óðüå îò ôóíêöèè êîîðäèíàò )(xf , òî â ïðåîáðàçîâàíèè
âìåñòî ÷àñòîò ïîÿâëÿþòñÿ âîëíîâûå ÷èñëà k  è γ ( πγ2=k , â ïîëíîé àíàëî-
ãèè ñ ÷àñòîòàìè).

2.4.2 Îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ï ðèâåäåì ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ òåîðåì, êàñàþùèõñÿ ñâîéñòâ íå-
ïðåðûâíîãî ôóðüå-ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîìíÿ ïðè ýòîì, ÷òî âñå îíè èìåþò
ïðÿìîé àíàëîã â òåðìèíàõ äèñêðåòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

È òàê, ïóñòü )(xf  - äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò

èíòåãðàë ∫
+ ∞

∞−
dxxf |)(| .  Òîãäà
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                                                 ( ) ( )∫= dkekfxf ikx
)

π2
1

      (2.19)

                                           ( ) ( )∫ −= dxexfkf ikx

π2
1?                                             (2.20)

èëè,  ñ ó÷åòîì ñâÿçè πγ2=k ,
( ) ( )∫= γγ γπ defxf xi2

)

( ) ( )∫ −= dxexff xiγπγ 2
)

È ñïîëüçóÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ô óðüå îáîçíà÷åíèå

( ) ( )[ ]xfF~kf =
)

,
ñôîðìóëèðóåì åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà.

1. Åäèíñòâåííîñòü: ïðåîáðàçîâàíèå (2.19)-(2.20) îäíîçíà÷íî.

2. Ëèíåéíîñòü:

( )[ ] ( ) )k(fkf)x(fxfF~ 22112211

))
αααα +=+ . (2.21)

3. Òåîðåìà î ìàñøòàáàõ:

( )[ ] 




=
αα

α k
fxfF~
)1 . (2.22)

4. Òåîðåìà î ñäâèãå:

( )[ ] 




=+

n
k

feaxfF~ ika
)

. (2.23)

5. Òåîðåìà î ñâåðòêå2:
( ) ( ) ( )kfkfffF~ 2121

))
⋅=∗ , (2.24)

( ) ( ) ( )kfkfffF~ 2121

))
∗=⋅ .                    .

6. Òåîðåìà î äèôôåðåíöèðîâàíèè:

( )( )( ) ( ) ( )kfikxfF~ nn
)

= . (2.25)

7. Òåîðåìà Ïàðñåâàëÿ3:

( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ∗∗ = dkkfkfdxxfxf 2121

))
.      (2.26)

                                                          
2 Í àïîìíèì, ÷òî ñâåðòêîé íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ îïåðàöèÿ ( ) ( )∫ ′′−=∗ dxxfxxfxfxf 2121 )()(

3 Âàæíûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû Ï àðñåâàëÿ ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíåíèå ýíåðãèè: ( ) ( )∫∫ = dk|kf|dx|xf| 22
)
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8. Òåîðåìà î êîìïëåêñíîì ñîïðÿæåíèè:

( ) ( )kffF~ −= ∗∗ )
.          (2.27)

Åñëè f  - âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ( ) ( ) ( )kffF~fF~ −== ∗∗ )
 ò.å. ( ) ( )kfkf −= ∗))

2.4.3 Ñïåêòðû

Ï óñòü èìååòñÿ âðåìåííîé ñèãíàë )(tf , äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ïðå-
îáðàçîâàíèÿ (2.17)-(2.18). Äëÿ ýòîãî ñèãíàëà ìîæíî ââåñòè êîððåëÿöèèîí-
íóþ ôóíêöèþ (àâòîêîððåëÿöèþ)

∫ +=
∞→

T

T
dttftf

T
C

0

)()(
1

lim)( ττ . (2.28)

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (2.28) åñòü ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå äâóõ çíà÷åíèé
ñèãíàëà, ñäâèíóòûõ íà âåëè÷èíó τ  è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü çàâèñèìîñòè òå-
êóùåãî çíà÷åíèÿ ñèãíàëà îò åãî ïðåäûäóùèõ çíà÷åíèé.

 Ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ ñèãíàëà )(tf  íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
2|)(f|)(F νν

)
= . Ñâÿçü ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ñ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíê-

öèåé óñòàíàâëèâàåò òåîðåìà Õèí-
÷èíà-Âèíåðà:

∫
+ ∞

∞−

−= ττν τνπ deÑF i2)()( .     (2.29)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáðà-
áàòûâàåìûå ñèãíàëû ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé, êàê ïðàâèëî, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äèñêðåòíûõ òî÷åê (ïî
êðàéíåé ìåðå, ñèãíàë ñòàíîâèòñÿ
òàêîâûì íà ýòàïå ââîäà â öèôðî-
âóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ìàøèíó). Â
ýòîì ñëó÷àå ïðèõîäèòñÿ èìåòü äå-
ëî ñ êîíå÷íîé âûáîðêîé è âàæíîé
ñòàíîâèòñÿ òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ  )(tf ,
ñïåêòð êîòîðîé îãðàíè÷åí êîíå÷íûì èíòåðâàëîì ÷àñòîò maxmax ννν <<− , îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðêîé íà äèñêðåòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê ñ øàãîì

      Ðèñ. 2.14.
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max2/1 ν=∆t . Òî÷íåå ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ )(tf  âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî êîíå÷íîé
âûáîðêå )( tnff n ∆= ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

∑
∞

− ∞= 




 −
∆






 −
∆=

n
n

n
t

t

n
t

t

ftf
π

πsin
)( . (2.30)

Äðóãèìè ñëîâàìè, òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà óñòàíàâëèâàåò ïðåäåëüíóþ
÷àñòîòó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïî ñèãíàëó, ðåãèñòðèðóåìîìó ñ
øàãîì t∆ .

Ï ðè äèñêðåòíîé âûáîðêå, ñîñòîÿùåé èç N  ðàâíîîòñòîÿùèõ òî-
÷åê, èñõîäíîìó ðÿäó ñîîòâåòñòâóåò ðÿä ôóðüå-êîýôôèöèåíòîâ (2.16), êîòî-
ðûå äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ñèãíàëà ðàâíû

N
imnN

m
mn eff

π2

1

−

=
∑=)

(2.31)

Ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè )(νF  ïðè äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîò-
âåòñòâóåò ðÿä âåëè÷èí 2|f|F nn

)
= , íàçûâàåìûé ñïåêòðîì ìîùíîñòè (à òàêæå

ýíåðãåòè÷åñêèì ñïåêòðîì, èëè
ïðîñòî ñïåêòðîì Ô óðüå).

Îñòàíîâèìñÿ íà òîì,
êàê âûãëÿäÿò ñïåêòðû ðàç-
ëè÷íûõ òèïîâ ñèãíàëîâ. Í à÷-
íåì ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ

)(tf  åñòü ïåðèîäè÷åñêèé ñèã-
íàë ñ ïåðèîäîì T . Â ïðî-

Ðèñ. 2.15.

Ðèñ. 2.16.
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ñòåéøåì ñëó÷àå ýòî ãàðìîíè÷åñêèé ñèãíàë (ñèíóñ èëè êîñèíóñ) è åãî ñïåêòð
ñîñòîèò èç îäíîé íåíóëåâîé êîìïîíåíòû ñ ÷àñòîòîé T/1 . Äëÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîãî ñèãíàëà äðóãîé ôîðìû â ñïåêòðå ïîÿâëÿþòñÿ êðàòíûå ãàðìîíèêè (ñ
÷àñòîòàìè ,...../4,/3,/2 TTT ) (ðèñ.2.14).

Áîëåå ñëîæíî âûãëÿäèò ñïåêòð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà. Êàê
óæå óêàçûâàëîñü âûøå, àòòðàêòîð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé òîð ðàçìåðíîñòè d. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ôóíêöèè  ñóùåñòâóåò
d àðãóìåíòîâ, ïî êîòîðûì ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïå-
ðèîäàìè iÒ . Â îáùåì ñëó÷àå ñïåêòð êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ ìîæåò
èìåòü äîâîëüíî ñëîæíûé âèä. Ïðîñòî îí âûãëÿäèò òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñèãíàë åñòü ñóïåðïîçèöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé è ñïåêòð â ñèëó ëèíåéíî-
ñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ñïåêòðîâ îòäåëüíûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ ôóíêöèé. Åñëè êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ åñòü íåëèíåéíàÿ
êîìáèíàöèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé, òî åå ñïåêòð ñîäåðæèò êîìáèíàöèîí-
íûå ÷àñòîòû òèïà ddnnn ννν +++ ...2211 . Í à ðèñóíêå 2.15 ïîêàçàíû äâà ñïåêòðà
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ ñèãíàëîâ ñ äâóìÿ ÷àñòîòàìè 1ν è 2ν . Ï ðè ýòîì, íà
ðèñ.2.15à ïîêàçàí ñëó÷àé, êîãäà îòíîøåíèå ÷àñòîò åñòü âåëè÷èíà èððàöèî-
íàëüíàÿ, à íà ðèñ.2.15á ýòî îòíîøåíèå ðàöèîíàëüíî è ðàâíî 2/3. Âî âòîðîì
ñëó÷àå âñå ïèêè â ñïåêòðå ñîîòâåòñòâóþò ãàðìîíèêàì ñ ÷àñòîòàìè, êðàòíû-
ìè ðàçíîñòè ÷àñòîò )( 12 νν − . Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñïåêòð ñèãíàëîâ îñòàåòñÿ äèñ-
êðåòíûì.

Í à ðèñóíêå 2.16 ïîêàçàí òèïè÷íûé ñïåêòð àïåðèîäè÷åñêîãî ñèãíàëà.
Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ñïåêòðîâ îí íåïðåðûâåí (ñïëîøíîé, èëè çàïîë-
íåííûé ñïåêòð). Í à ïðàêòèêå âîïðîñ î ïðèíàäëåæíîñòè ñïåêòðà àïåðèîäè-
÷åñêîìó èëè êâàçèïåðèîäè÷åñêîìó ñèãíàëó íå âñåãäà ïðîñò, òàê êàê êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèé ñèãíàë ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÷àñòîò ïðèáëèæàåòñÿ ïî ñâîåìó
âèäó ê ñïåêòðó ñòîõàñòè÷åñêîãî ñèãíàëà. Ïðåäåëüíûé âèä ñòîõàñòè÷åñêîãî
ñèãíàëà íàçûâàþò áåëûì øóìîì. Ýòî ñèãíàë ñ ïëîñêèì ñïåêòðîì, êîððåëÿ-
öèîííàÿ ôóíêöèÿ êîòîðîãî åñòü äåëüòà-ôóíêöèÿ.

2.5 Ñòðàííûé àòòðàêòîð

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î òîì, êàêèì äîëæåí áûòü àòòðàêòîð õàî-
òè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Ì û óæå óïîìèíàëè âûøå, ÷òî ïåðâûé ñöåíàðèé ïåðå-
õîäà ê Õàîñó áûë ïðåäëîæåí Ëàíäàó è ïðåäñòàâëÿë ñîáîé áåñêîíå÷íóþ öå-
ïî÷êó áèôóðêàöèé Õîïôà. Òàêîìó äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò àòòðàêòîð â
âèäå òîðà ∞T . Í î óæå ñèñòåìà ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû äàåò ñïëîøíîé
ñïåêòð  Ô óðüå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì õàîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ.
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Í åîáõîäèì àòòðàêòîð, êîòîðûé îáúÿñíÿåò õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå
ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íèçêîé ðàçìåðíîñòè (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
áóäåì èìåòü â âèäó òðåõìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, òàê êàê èçâåñòíî,
÷òî â òðåõìåðíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ âîçìîæíî ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷å-
ñêèõ ðåæèìîâ). Ñîîòâåòñòâóþùèé àòòðàêòîð áûë ïðåäëîæåí Ðþýëåì è
Òàêêåíñîì â 1971ã. è íàçâàí ñòðàííûì àòòðàêòîðîì. Ýòè æå àâòîðû ïðåä-
ëîæèëè è ñöåíàðèé ïåðåõîäà ê òóðáóëåíòíîñòè, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî â ñèñ-
òåìå ïîñëå äâóõ áèôóðêàöèé Õîïôà (ïðèâîäÿùèõ ê ïîÿâëåíèþ â ñïåêòðå
äâóõ íåçàâèñèìûõ ÷àñòîò) ïðîèñõîäèò òðåòüÿ áèôóðêàöèÿ, ïðèâîäÿùàÿ ê
âîçíèêíîâåíèþ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà (è ïîÿâëåíèþ çàïîëíåííîãî ñïåê-
òðà).

Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì, êîòîðûì äîëæåí îáëàäàòü àòòðàêòîð õàîòè-
÷åñêîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê çàäàíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
(×ÇÍÓ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî áëèçêèå òðàåêòîðèè äîëæíû ðàñõîäèòüñÿ
(äîëæíû áûòü ïîëîæèòåëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà) èëè, èíûìè ñëîâàìè,
ñèñòåìà äîëæíà çàáûâàòü î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ ìàëûõ
âîçìóùåíèé.

Â òî æå âðåìÿ íóæíî ïîìíèòü, ÷òî ðå÷ü èäåò î äèññèïàòèâíûõ ñèñòå-
ìàõ, â êîòîðûõ îáúåì â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîêðàùàåòñÿ è îáúåì àò-
òðàêòîðà äîëæåí áûòü ðàâåí íóëþ. Ïîòåðÿ ïàìÿòè î íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
îáåñïå÷èâàåòñÿ è ñîêðàùåíèåì îáúåìîâ, òàê êàê íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ âûõîäèò íà àòòðàêòîð. ×òîáû îáúåì ìíîæåñò-
âà òî÷åê áûë ðàâåí íóëþ, åãî ðàçìåðíîñòü d äîëæíà áûòü ìåíüøå ðàçìåð-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî,

3<d .

È ç òðåáîâàíèÿ ×ÇÍÓ ñëåäóåò, ÷òî òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñò-
âå äîëæíû ðàñõîäèòüñÿ, îäíàêî, ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííîé, à
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â êàæäîé òî÷êå äîëæíî ñóùåñòâîâàòü åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå è òðàåêòîðèè íå äîëæíû ïåðåñåêàòüñÿ (ðàçâå ÷òî â êîíå÷íîì ÷èñëå îñî-
áûõ òî÷åê). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òðàåêòîðèÿ äîëæíà çàíèìàòü êîíå÷íóþ îá-
ëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íà ïëîñêîñòè ýòè äâà  òðåáîâàíèÿ ñîâìåñòèòü
íå âîçìîæíî è ìû ïðèõîäèì êî âòîðîìó îãðàíè÷åíèþ íà ðàçìåðíîñòü àò-
òðàêòîðà:
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2>d .

Òàêèì îáðàçîì, àïåðèîäè÷åñêèé (ñòðàííûé) àòòðàêòîð äîëæåí:
à) ïðèòÿãèâàòü ôàçîâûå òðàåêòîðèè èç îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ;
á) óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèþ ×ÇÍÓ

â) èìåòü äðîáíóþ ðàçìåðíîñòü (â êîíêðåòíîì ñëó÷àå ðàçìåðíîñòü ìå-
æäó äâîéêîé è òðîéêîé).

Îòëîæèì âîïðîñ î äðîáíîé ðàçìåðíîñòè äî ñëåäóþùåãî ïàðàãðàôà è
ïðèâåäåì íåñêîëüêî êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, êàñàþùèõñÿ âîçìîæíîé
ñòðóêòóðû àòòðàêòîðà ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè.

Ì îäåëüþ âîçìîæíîãî ïîñòðîåíèÿ ñòðàííîãî àòòðàêòîðà ÿâëÿåòñÿ òàê
íàçûâàåìàÿ ïîäêîâà Ñìåéëà. Ýòà ìîäåëü îòðàæàåò âàæíîå ñâîéñòâî ñòðàí-
íûõ àòòðàêòîðîâ - îíè âñåãäà ñîäåðæàò â ñåáå ýëåìåíòû ðàñòÿæåíèÿ ñ ïî-
ñëåäóþùèì ñêëàäûâàíèåì.

Ï îñòðîåíèå ïîäêîâû Ñìåéëà èëëþñòðèðóåò ðèñóíîê 2.17. È ìååòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèê, êîòîðûé ðàñòÿãèâàåòñÿ â 2 ðàçà âäîëü îñè x  è ñæèìàåòñÿ â
η2  ðàç âäîëü îñè y . Êîýôôèöèåíò 1>η  è õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñæàòèÿ

ïëîùàäè.
Í à âòîðîì øàãå âûòÿíóòûé ïðÿìîóãîëüíèê ñêëàäûâàåòñÿ â ïîäêîâó è

âîçâðàùàåòñÿ òàêèì îáðàçîì â èñõîäíóþ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà. Ï ðè ýòîì

Ðèñ. 2.17.
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îí çàíèìàåò íå âñþ èñõîäíóþ îáëàñòü, òàê êàê ïîÿâèëèñü ïðîáåëû, îáó-
ñëîâëåííûå ñæàòèåì.

Òðåòèé øàã ïîâòîðÿåò ïåðâûé è òàê äàëåå. Îòìåòèì, ÷òî äåôîðìàöèþ
ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü ÷èñëàìè (ïîêàçàòåëÿìè) Ëÿïóíîâà. Ðàñòÿæåíèå ïî
îñè x  õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì 2ln1 =λ , à ñæàòèå ïî
îñè y  - îòðèöàòåëüíûì ïîêàçàòåëåì ηλ 2ln2 −= .

Âåðòèêàëüíîå ñå÷åíèå ïîëó÷åííîãî îáúåêòà â òî÷íîñòè âîñïðîèçâî-
äèò òàê íàçûâàåìîå êàíòîðîâî ìíîæåñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî áóäåò îï-
ðåäåëåíà â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Çäåñü æå îòìåòèì òîëüêî, ÷òî â ïðåäåëå
ñëàáîé äèññèïàöèè ( 1→η ) ðàçìåðíîñòü ïîäêîâû ñòðåìèòñÿ ê äâóì (îíà çà-
íèìàåò ïî÷òè âñþ ïëîñêîñòü). Â ïðåäåëå ñèëüíîé äèññèïàöèè ( ∞→η ) íà
ïëîñêîñòè îñòàþòñÿ ðåäêèå ëèíèè è ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ñòðåìèòñÿ ê
åäèíèöå.

Äðóãóþ ïîïûòêó ïðåäñòàâèòü âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àòòðàêòî-
ðà ñ òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè ïðåäñòàâëÿåò ðèñóíîê 2.18. Í à ïåðâîì øàãå
ïðîèñõîäèò ðàçáåãàíèå òðàåêòîðèé (îáåñïå÷èâàþùåå ×ÇÍÓ). Í à âòîðîì
ïðîèñõîäèò ñêëàäûâàíèå è íà òðåòüåì - ñâîðà÷èâàíèå ïîëó÷åííîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðû â «êîëüöî» òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñëîæåííàÿ âäâîå
ðàñòÿíóòàÿ ñòîðîíà ñìûêàåòñÿ ñ íà÷àëüíîé íåäåôîðìèðîâàííîé. Âñïîìè-
íàÿ, ÷òî òðàåêòîðèè íå äîëæíû ïðè ýòîì ïåðåñåêàòüñÿ, ìû ïðèõîäèì ê âû-
âîäó, ÷òî äîëæíà îáðàçîâàòüñÿ ìíîãîëèñòíàÿ ñòðóêòóðà.

Ðèñ. 2.18.
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2.6 Ô ðàêòàëû

2.6.1 Ï îíÿòèå ôðàêòàëà

Ï óñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ â íåêîòîðîì ïðî-
ñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòüþ D .  Ââåäåì ñôåðó ðàäèóñà r (ãèïåðñôåðó, åñëè

3>D ) è áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü ñðåäíåå ÷èñëî òî÷åê N , ïîïàäàþùèõ â ñôåðó
ïðè ðàçëè÷íûõ åå ïîëîæåíèÿõ â ïðîñòðàíñòâå. Åñòåñòâåííî ðàññ÷èòûâàòü
íà òî, ÷òî çàâèñèìîñòü ÷èñëà òî÷åê îò ðàäèóñà ñôåðû áóäåò èìåòü ñòåïåí-
íóþ ôîðìó

drrN ≈)( (2.32)
è ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà åñòü

r
rN

d
ln

)(ln= . (2.33)

 Åñëè òî÷êè ìíîæåñòâà ðàñïîëîæåíû íà ëèíèè, òî 1=d , åñëè îíè ëå-
æàò íà ïëîñêîñòè, òî 2=d , à åñëè òî÷êè çàíèìàþò âñå òðåõìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî, òî îïÿòü æå ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ (åâêëèäîâà) ðàçìåðíîñòü 3=d .

Ô ðàêòàëàìè íàçûâàþò îáúåêòû ñ íåöåëîé ðàçìåðíîñòüþ. Ïðîñòåé-
øèì ïðèìåðîì ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ êàíòîðîâî ìíîæåñòâî,
ñòðîÿùååñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Åäèíè÷íûé îòðåçîê ðàçáèâàåòñÿ íà

òðè ðàâíûõ ÷àñòè è ñðåäíÿÿ ÷àñòü
óäàëÿåòñÿ. Í à âòîðîì øàãå êàæäûé
èç îñòàâøèõñÿ äâóõ îòðåçêîâ ñíîâà
äåëèòñÿ íà òðè ÷àñòè ñ ïîñëåäóþ-
ùèì óäàëåíèåì öåíòðàëüíûõ ÷àñ-
òåé. Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî
áåñêîíå÷íîñòè (ðèñ.2.19). Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ òàêîå ìíîæå-
ñòâî, ÷òî ëþáîé ñêîëü óãîäíî ìà-
ëûé îáúåì îáëàñòè îáÿçàòåëüíî
ñîäåðæèò òî÷êè, ýòîìó ìíîæåñòâó
íå ïðèíàäëåæàùèå.

Îöåíèì ðàçìåðíîñòü ïîñòðî-
åííîãî ìíîæåñòâà ïî  ôîðìóëå (2.33). È ç ïðîöåäóðû ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà
ñëåäóåò, ÷òî ïðè êàæäîì óâåëè÷åíèè ðàäèóñà ñôåðû â òðè ðàçà, ÷èñëî òî-
÷åê, â íåå ïîïàäàþùèõ, óâåëè÷èâàåòñÿ âäâîå ( nn Nr 2,3 ≈≈  ). Ñëåäîâàòåëü-
íî,

     Ðèñ. 2.19.
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63,0
3ln
2ln ==d .

Ýòî íå åäèíñòâåííûé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè.
Í àèáîëåå èçâåñòíà òàê íàçûâàåìàÿ ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà-Áåçèêîâè÷à.
Îíà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ï óñòü )(lN - íàèìåíüøåå ÷èñëî êó-
áîâ (ñôåð) ñ ðåáðîì (äèàìåòðîì) l , êîòîðûì ìîæíî ïîêðûòü âñå òî÷êè
ìíîæåñòâà. Òîãäà ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà - Áåçèêîâè÷à åñòü

)/1ln(
)(ln

lim
0 l

lN
D

l→
= . (2.34)

Îöåíèâàÿ ðàçìåðíîñòü ââåäåííîãî âûøå êàíòîðîâà ìíîæåñòâà ïî
(2.34), ìû ïðèäåì ê òîìó æå ñàìîìó ðåçóëüòàòó, ÷òî è ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïî
ôîðìóëå (2.33). Îäèíàêîâûé ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ïðè îöåíêå ðàçìåðíîñòè
îäíîðîäíûõ ôðàêòàëîâ. Í åñêîëüêî ïðèìåðîâ îäíîðîäíûõ ôðàêòàëîâ è ïî-

ëó÷àåìûå äëÿ íèõ ðàçìåðíîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ.2.20. Â îáùåì ñëó÷àå íå-
îäíîðîäíûõ ôðàêòàëîâ ðàçìåðíîñòè d  è D  ìîãóò íå ñîâïàäàòü, íî âñåãäà

Dd ≤  (ñì. ï.1.6.3).
Îáúåêòû ñ ôðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè âîçíèêàþò â ñàìûõ ðàçëè÷íûõ

ïðèëîæåíèÿõ. Îäíîé èç ïåðâûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâåäøèõ ê ðàçâèòèþ

      Ðèñ. 2.20.
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òåîðèè ôðàêòàëîâ, áûëà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè äëèíû áåðåãîâîé ëèíèè.
Ï ðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî ìåðå èñïîëüçîâàíèÿ êàðò ñ áîëåå ìåëêèì
ðàçðåøåíèåì ïîëó÷àåìàÿ äëèíà áåðåãîâîé ëèíèè âñå óâåëè÷èâàåòñÿ è ïðî-
öåññ íå ñõîäèòñÿ. Áåðåãîâàÿ ëèíèÿ ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, òèïè÷íûì
ôðàêòàëüíûì îáúåêòîì (ñðàâíèòå ñî ñòðóêòóðîé ñíåæèíêè Êîõà, ðèñ.2.20).
Ô ðàêòàëüíûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò îáëàêà, êîðàëëû, ðàñòóùèå êðèñòàë-
ëû, ñåìåéñòâà òðåùèí ïðè ïðîöåññàõ ðàçðóøåíèÿ è ïîëå äèññèïàöèè ýíåð-
ãèè â ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè.

Ê ôðàêòàëàì ïðèâîäÿò ìíîãèå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è. Ï ðîñòåéøèé
ïðèìåð äàåò çàäà÷à î ãðàíèöàõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ ðàöèîíàëüíûõ îòî-
áðàæåíèé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè â ñåáÿ. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ
óðàâíåíèå

13 =z ,

Ðèñ. 2.21.



70

èìåþùåå òðè êîðíÿ )2/32/1,2/32/1,1( ii −−+− , è èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîí-
íûé ìåòîä Í üþòîíà äëÿ åãî ðåøåíèÿ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ óðàâíåíèÿ

0)( =zf ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé nz , òàêèõ, ÷òî

0)()()( 1 =′−+ + nnnn zfzzzf .

Â íàøåì ñëó÷àå ýòî ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ

2

3

1 3
1

n

n
nn z

z
zz

−−=+ . (2.35)

È òåðàöèîííûé ïðîöåññ (2.35) ñòàðòóåò ñ ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé 0z
íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïðèâîäèò, â êîíöå êîíöîâ, ê îäíîìó èç òðåõ
êîðíåé óðàâíåíèÿ. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ãðàíèöó ðàçäåëà
òðåõ îáëàñòåé ïðèòÿæåíèÿ. Òàêèå ãðàíèöû íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè Æ þ-
ëèà (çàäà÷à Æ þëèà äàòèðóåòñÿ 1918 ãîäîì !) è îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì: êàæäàÿ òî÷êà ãðàíèöû ðàçäåëÿåò âñå òðè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ.

Ì íîæåñòâà Æ þëèà ñòðîÿòñÿ è äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Czz nn +=+
2

1 ,

äëÿ êîòîðîãî ïîêàçàíî (Ì àíäåëüáðîò, 1980ã.), ÷òî óðàâíåíèå ñóùåñòâóåò
òîëüêî äëÿ îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèé C íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðèíÿâ çà
ëèíèþ óðîâíÿ ÷èñëî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîïàäàíèå â ε -
îêðåñòíîñòü ðåøåíèÿ è ðèñóÿ ðàçíûå óðîâíè ðàçíûìè öâåòàìè, ïîëó÷àþò
æèâîïèñíûå êàðòèíêè, óêðàøàþùèå ìíîãèå êíèãè è æóðíàëüíûå ñòàòüè.
Ì û íå ïðèâîäèì èõ èç-çà áåäíîñòè ÷åðíî-áåëîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è îòñûëàåì
ê ñîîòâåòñòâóþùèì èçäàíèÿì (ñì. ñïèñîê ðåêîìåíäóåìîé ëèòåðàòóðû).

Ýñòåòè÷åñêîå íàñëàæäåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü è îò ðàññìàòðèâàíèÿ èçî-
áðàæåíèé àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, ïðèìåðû êîòîðûõ ìîæíî âè-
äåòü íà ðèñóíêå 2.21. (Íà ðèñóíêå, âçÿòîì èç êíèãè Ã.Ø óñòåðà «Äåòåðìåíè-
ðîâàííûé õàîñ», ïîêàçàíû ïðèìåðû ñòðàííîãî àòòðàêòîðà è ñå÷åíèÿ Ïóàí-
êàðå, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíûõ îñöèëÿòîðîâ.)
Âñïîìèíàÿ, ÷òî èìåííî ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðîâ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ
õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì çàñòàâèëè íàñ îáðàòèòüñÿ ê ôðàêòàëàì, âåðíåìñÿ ê
âîïðîñó î òîì, êàê èìåííî ìîæíî èçìåðèòü ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà.

2.6.2 Àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà
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Âîïðîñ îá èçìåðåíèè ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî
ñëîæíûì ïðè ïîïûòêàõ îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, êîãäà äàæå
âîïðîñ î ðàçìåðíîñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, òî åñòü âîïðîñ î íåîáõîäè-
ìîì ÷èñëå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ïîäõîä ê ðåøå-
íèþ ýòîé çàäà÷è äàåò òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà Òàêêåíñà, ñóòü êîòîðîé ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ï óñòü èìååòñÿ äèíàìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà (íå ñëèøêîì áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè N ), îïèñûâàåìàÿ
ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà.
Ï ðèíöèïèàëüíî, îò ñèñòåìû N
óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîæíî
ïåðåéòè ê äèôôåðåíöèàëüíîìó
óðàâíåíèþ N -îãî ïîðÿäêà, ñîäåð-
æàùåìó  N ïðîèçâîäíûõ , íî îä-
íîé ïåðåìåííîé (íàïðèìåð, îñòà-
åòñÿ ïåðåìåííàÿ )(tX è åå ïðîèç-
âîäíûå ),(),(),( tXtXtX &&&&&& è ò.ä.). Ïðè
ïðåäñòàâëåíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â êîíå÷íûõ ðàçíîñòÿõ
ýòî ñîîòâåòñòâóåò îäíîâðåìåííîìó çíàíèþ âåëè÷èí

),3(),2(),(),( τττ +++ tXtXtXtX  è ò.ä., ãäå τ - ïîñòîÿííàÿ. Òåîðåìà Òàêêåíñà óò-
âåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ  ñèñòåìû )(tX  îòðàæàåò îñíîâíûå ñâîéñò-
âà ýòîé ñèñòåìû, à àòòðàêòîð, ïîñòðîåííûé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå  ïåðå-
ìåííûõ ),......3(),2(),(),( τττ +++ tXtXtXtX , ñîõðàíÿåò îñíîâíûå òîïîëîãè÷åñêèå
ñâîéñòâà àòòðàêòîðà èñõîäíîé ñèñòåìû.

Ï ðàêòè÷åñêè, àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà ñòðîèò-
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû )(tX  âûáèðàåòñÿ õàðàê-
òåðíîå âðåìÿ ñäâèãà τ è ñòðîèòñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íà p ïåðåìåííûõ

))1((..,..........),(),( ττ −++ ptXtXtX  êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 2.22. Ýòà òðàåêòîðèÿ
ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîì iX

r
. Â êàæäóþ èç ýòèõ òî÷åê ïîìåùàåòñÿ

ãèïåðñôåðà ðàäèóñà r  è âû÷èñëÿåòñÿ  ÷èñëî òî÷åê ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ïî-
ïàâøèõ â ïðåäåëû ýòîé ñôåðû. Çàòåì ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ

∑
=∞→

−−=
m

ji
jim

XXrH
m

rC
1,

2 |)|(
1

lim)(
rr

, (2.36)

  Ðèñ. 2.22.
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 õàðàêòåðèçóþùàÿ ñðåäíåå ÷èñëî ïàð òî÷åê, ïîïàäàþùèõ â ñôåðó çàäàííîãî
ðàäèóñà. Çäåñü H - ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ ïî îïðåäåëåíèþ åäèíèöå ïðè
ïîëîæèòåëüíûõ è íóëþ ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà. Îæèäàÿ, ÷òî

drrC ≈)( ,

 ñòðîÿò ýòó ôóíêöèþ â äâîéíîì ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå è ïðè íàëè÷èè
â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà îïðåäåëÿþò åãî íàêëîí,
ðàâíûé âåëè÷èíå .d  Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåííîé çàêîí ìîæíî îæèäàòü òîëüêî
íà ìàñøòàáàõ r , çàìåòíî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ îáëàñòè, çàíèìàåìîé àòòðàê-
òîðîì.

Ï ðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû d ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ âñå âîçðàñòàþ-
ùèõ çíà÷åíèé ðàçìåðíîñòè èñïîëüçóåìîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà p . Ï ðè
ýòîì âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ d ðàâíû p äî òåõ ïîð, ïîêà ðàçìåðíîñòü èñ-
ïîëüçóåìîãî ïðîñòðàíñòâà îñòàåòñÿ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà. Åñëè
âû÷èñëåííàÿ ðàçìåðíîñòü d ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò p , òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
îíà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ñàìîãî àòòðàêòîðà. Íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî,
áîëüøåå ïîëó÷åííîé (ôðàêòàëüíîé) ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà, íàçûâàåòñÿ
ðàçìåðíîñòüþ âëîæåíèÿ è îïðåäåëÿåò ðåàëüíîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû
ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Ïðèìåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè )(rC  ïî ìåðå ðîñòà
p , ïîñòðîåííàÿ ïî ðåçóëüòàòàì ðåàëüíûõ èçìåðåíèé â êîíâåêöèè Ðåëåÿ-
Áåíàðà (èç ðàáîòû Malraison B. et al., Comptes Rendus Acad.Sc.Paris, 1983,
C297, p.209.) ïðèâåäåíà íà ðèñ.2.23. Â ýòîì ïðèìåðå íàêëîí ïðÿìûõ ëèíèé
ïåðåñòàåò âîçðàñòàòü ñ 4=p , õîòÿ ïðåäåëüíûé íàêëîí ïðÿìûõ åñòü 2,8 (òî
åñòü ðàçìåðíîñòü âëîæåíèÿ ðàâíà òðåì).

     Ðèñ. 2.23.
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2.6.3 Îáîáùåííàÿ ðàçìåðíîñòü

Ï óñòü ñèñòåìà ýâîëþöèîíèðóåò â íåêîòîðîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ðàçîáüåì ýòî ïðîñòðàíñòâî íà ÿ÷åéêè (n-ìåðíûå êóáèêè) ñ ðåáðîì l  (âñåãî
M ÿ÷ååê) è âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñèñòåìû â êàæäóþ i -òóþ
ÿ÷åéêó

N
n

p i

Ni ∞→
= lim .

Ãäå in - ÷èñëî òî÷åê, ïîïàâøèõ â äàííóþ ÿ÷åéêó, à N - îáùåå ÷èñëî ðàññìîò-
ðåííûõ òî÷åê.

Îáîáùåííàÿ ðàçìåðíîñòü (ðàçìåðíîñòü Ðåíè) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

l

p

q
D

M

i

q
i

lq ln

ln

1
1

lim 1

0

∑
=

→ −
= . (2.37)

Òàêèì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåëè÷èí qD , ñâÿçàííûõ ñ ñî-
îòâåòñòâóþùèìè ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ïîñìîòðèì, êà-
êîé ñìûñë èìååò ýòà âåëè÷èíà ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ q .

1) 0=q . Òîãäà

l

p
D

M

i
i

l ln

ln
lim 1

0

00

∑
=

→
=

ñóììà â ÷èñëèòåëå ðàâíà ÷èñëó ÿ÷ååê, â êîòîðûõ îêàçàëàñü õîòÿ áû îäíà
òî÷êà. Ñëåäîâàòåëüíî,

)/1ln(
)(ln

lim
00 l

lN
D

l→
= , (2.38)

ãäå )(lN  åñòü ÷èñëî ÿ÷ååê, ñîäåðæàùèõ òî÷êè, è (2.38) ñîâïàäàåò, òà-
êèì îáðàçîì, ñ îïðåäåëåíèåì ðàçìåðíîñòè Õàóñäîðôà (2.34).

2) 1=q . Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò ïðîáëåìà äåëåíèÿ íà íîëü. Ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ ïðåäåë 1→q  è ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà Ëîïèòàëÿ
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l
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= (2.39)

×èñëèòåëü ïîä çíàêîì ïðåäåëà åñòü ýíòðîïèÿ Ø åíîíà, à ðàçìåðíîñòü
1D  íàçûâàþò èíôîðìàöèîííîé ðàçìåðíîñòüþ.

3) 2=q . Òåïåðü â ÷èñëèòåëå ïîä çíàêîì ñóììû ñòîèò êâàäðàò âå-
ðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ÿ÷åéêó, òî åñòü ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü îäíî-
âðåìåííîãî ïîïàäàíèÿ ïàðû òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì,

l
lÑ

l

p
D

l

M

i
i

l ln
)(ln

lim
ln

ln
lim

0

1

2

02 →
=

→
==

∑
, (2.40)

ãäå )(lÑ  åñòü ôóíêöèÿ (2.36), à ðàçìåðíîñòü (2.40) íàçûâàåòñÿ êîððåëÿ-
öèîííîé ðàçìåðíîñòüþ.

Ñïðàâåäëèâî îáùåå ïðàâèëî: ji DD ≥ , åñëè ji < . Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå âñåãäà èìååò Õàóñäîðôîâà ðàçìåðíîñòü 0D .

2.7 Ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü ïîéäåò î
ïåðåõîäå ê õàîòè÷åñêîìó äâèæåíèþ ïî
ñöåíàðèþ, íàçûâàåìîìó ñóáãàðìîíè÷å-
ñêèì êàñêàäîì è ïðåäñòàâëÿþùåìó ñî-
áîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèôóðêàöèé
óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ì û óæå óïîìèíàëè
áèôóðêàöèþ ýòîãî òèïà, ðàçáèðàÿ âîç-
ìîæíûå òèïû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òðà-
åêòîðèè ïðè àíàëèçå ìàòðèöû Ô ëîêå.
Êà÷åñòâåííî ïåðåñòðîéêó ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùóþ áèôóðêàöèè
óäâîåíèÿ ïåðèîäà, èëëþñòðèðóåò ðèñó-
íîê 2.24. Ïðåäåëüíûé öèêë ïîñëå áè-
ôóðêàöèè çàìûêàåòñÿ òîëüêî íà âòîðîì
âèòêå, óäâàèâàÿ òåì ñàìûì ïåðèîä äâè-
æåíèÿ ñèñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

  Ðèñ. 2.24.
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Ï ðè ýòî â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå ÷èñëî òî÷åê óäâàèâàåòñÿ, à â ñïåêòðå Ô óðüå
ïîÿâëÿåòñÿ íîâàÿ ÷àñòîòà, âäâîå ìåíüøàÿ òîé, ÷òî áûëà äî áèôóðêàöèè.

Ï ðåêðàñíîé èëëþñòðàöèåé ñâîéñòâ ñóáãàðìîíè÷åñêîãî êàñêàäà ÿâëÿ-
åòñÿ ðàáîòà Ô åéãåíáàóìà «Óíèâåðñàëüíîå ïîâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ îòî-
áðàæåíèé» (Feigenbaum M.J., The universal properties of nonlinear transfor-
mations, J.Stat.Phys., 1979, V.21, P.669.), ñîäåðæàíèå êîòîðîé ìû â îñíîâíîì
è ïîñòàðàåìñÿ ïåðåñêàçàòü.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ïåðâîãî âîçâðàùåíèÿ

)1(4)(1 kkkk xxxfx −==+ µ (2.41)

ãäå ]1,0[∈x  è 10 ≤≤ µ . Îòîáðàæåíèå ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé òî÷êå èç
èíòåðâàëà [0,1] äðóãóþ òî÷êó èç ýòîãî æå èíòåðâàëà. µ - óïðàâëÿþùèé ïà-
ðàìåòð.

Ï ðè 25,0<µ  ñóùåñòâóåò òîëüêî îäíà òî÷êà, â êîòîðîé kk xx =+ 1 . Ýòî
òî÷êà 0=x  è îíà óñòîé÷èâà. Äåéñòâèòåëüíî,

)21(4)( xxf −=′ µ
è

µ4)0( =′f .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 4/1<µ  ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ôóíêöèè

    Ðèñ. 2.25.    Ðèñ. 2.26.
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)(xf ñ áèññåêòðèñîé kk xx =+ 1  îñòàåòñÿ
ìåíüøå åäèíèöû, ÷òî îáåñïå÷èâàåò óñ-
òîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (ñì. ðèñ.2.25).

Ï ðè 75,025,0 << µ  ðåøåíèå 0=x
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, íî ïîÿâëÿ-
åòñÿ äðóãîå  ðåøåíèå

µ4
1

1* −=x ,

êîòîðîå óñòîé÷èâî, òàê êàê ïðè
75,025,0 << µ

         1|21|2|)(| * <−=′ µxf .

Ï óòü, ïî êîòîðîìó ðåøåíèå âûõîäèò â
ýòîì ñëó÷àå íà óñòîé÷èâóþ òî÷êó, ïî-
êàçàí íà ðèñ.2.26. Â òî÷êå 75,01 == µµ  è
ýòà òî÷êà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé.
Õàðàêòåð âîçíèêàþùåãî ðåøåíèÿ èë-

ëþñòðèðóåò ðèñóíîê 2.27, ãäå ïîêàçàíî ðåøåíèå äëÿ 8,0=µ . Â ðåøåíèè âîç-
íèêàþò äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè. Ýòî òàê íàçûâàåìûé 2-öèêë, ïðè êîòîðîì
ðåøåíèå âîçâðàùàåòñÿ â äàííóþ òî÷êó ÷åðåç øàã. È íà÷å ãîâîðÿ, ðåøåíèå
îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì: kk xx =+ 2 . Çàïèøåì

)()()( 2
12 kkkk xgxfxfx === ++ ,

ãäå ÿâíûé âèä ôóíêöèè g åñòü

  Ðèñ. 2.27.

 Ðèñ. 2.28.
 Ðèñ. 2.29.
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)484(16)( 43222 xxxxxxg µµµµ −+−−= .

Ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà ðèñóíêå 2.28, à äâà âûäåëåííûõ êâàäðàòà
ïîÿñíÿþò òîò ôàêò, ÷òî â íèõ âîñïðîèçâîäèòñÿ êàðòèíêà, ïðåäñòàâëåííàÿ
íà ðèñ.2.26. Â äàëüíåéøåì âñå ïîâòîðÿåòñÿ. Ô óíêöèÿ )(xg  òåðÿåò óñòîé÷è-
âîñòü ïðè ...86237,04/)61(2 =+== µµ  Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ôóíêöèÿ

)()()( 42 xfxgxh == ,

ïðåäñòàâëåííàÿ íà ðèñ.2.29. Êâàäðàò
íà ðèñóíêå ñíîâà ïîêàçûâàåò, ÷òî
âáëèçè êàæäîé óñòîé÷èâîé òî÷êè
âîñïðîèçâîäèòñÿ ñèòóàöèÿ ðèñóíêà
2.26. Ô óíêöèÿ )(xh  ñòàíîâèòñÿ íåóñ-
òîé÷èâîé ïðè 875,03 == µµ , è ò.ä. Êà-
æäûé ðàç èìååò ìåñòü áèôóðêàöèÿ óä-
âîåíèÿ ïåðèîäà (ïåðèîä öèêëà óäâàè-
âàåòñÿ). Ô åéãåíáàóì îáíàðóæèë äâà
çàêîíà ïîäîáèÿ, õàðàêòåðèçóþùèõ
ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä. Âî ïåðâûõ,
îí ïîêàçàë, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

iµ  áûñòðî ñõîäèòñÿ

...892486418,0=∞µ ,

è ñóùåñòâóåò  ïðåäåë

δ
µµ
µµ =
−
−
+

−
∞→

ii

ii

i
1

1lim .

Âàæíî, ÷òî âåëè÷èíà δ íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî âèäà ôóíêöèè )(xf  (ëþ-
áàÿ âûïóêëàÿ, íåïðåðûâíàÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ñ îäíèì ìàêñè-
ìóìîì) è ðàâíà

....6692016091,4=δ

Ýòî ïåðâûé çàêîí ïîäîáèÿ. Âòîðîé çàêîí ïîäîáèÿ êàñàåòñÿ ïîëîæåíèÿ óñ-
òîé÷èâûõ òî÷åê. Í à ðèñóíêå 2.30 ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíà ñòðóêòóðà ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ (2.41). Ðàññìàòðèâàþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé 5,0=x
äî áëèæàéøåé ê íåé òî÷êè íà óñòîé÷èâîì n2 -öèêëå. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ðàññòîÿíèé nd ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

    Ðèñ. 2.30.
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α−=
+

∞→
1

lim
n

n

n d
d

è âòîðàÿ êîíñòàíòà Ô åéãåíáàóìà

...5029078750,2=α .

Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèôóð-
êàöèé óäâîåíèÿ ïðè ∞= µµ  âîçíèêàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî (àòòðàêòîð
Ô åéãåíáàóìà), êîòîðûé èìååò ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà ...548,0=D . Âàæíî,
÷òî ïðè âñåõ ∞< µµ ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà îòðèöàòåëåí, ñòðåìÿñü ïðè ∞→ µµ
ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, àòòðàêòîð Ô åéãåíáàóìà íå ÿâëÿåòñÿ ñòðàííûì.

Õàîñ âîçíèêàåò ïðè ∞> µµ , ãäå ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà â îñíîâíîì
ïîëîæèòåëåí. Ïîâåäåíèå â ýòîé îáëàñòè äîñòàòî÷íî ñëîæíîå. Õàîòè÷åñêèå
îáëàñòè ÷åðåäóþòñÿ ñ «îêíàìè ïåðèîäè÷íîñòè» (ñâåòëûå çîíû íà ðèñ.2.31).

       Ðèñ. 2.31.
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2.8 Í åêîòîðûå ïðèìåðû

2.8.1 Ñèñòåìà Ëîðåíöà

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñâîéñòâà ñèñòåìû Ëîðåíöà, ïîëó÷åííîé ðàíåå
â ïàðàãðàôå 1.5 êàê ïðèìåð ìàëîìîäîâîé ìîäåëè êîíâåêöèè â ïîäîãðåâàå-
ìîì ñíèçó ñëîå æèäêîñòè. È ìååì ñèñòåìó (1.35)

.

,

),(

bZXYZ

YrXXZY

XYX

−=
−+−=

−=

&

&

& σ
(2.42)

Í àïîìíèì, ÷òî óïðàâëÿþùèì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíîå
÷èñëî Ðåéíîëüäñà r , à ÷èñëî Ïðàíäòëÿ è ïàðàìåòð b äëÿ îïðåäåëåííîñòè âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà áóäóò îáñóæäàòüñÿ ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû, áóäåì ïîëà-
ãàòü 3/8,10 == bσ .

Óðàâíåíèÿ  (2.42) èìåþò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå 0000 === ZYX , îòâå-
÷àþùåå îòñóòñòâèþ êîíâåêöèè. Ï ðîâåðèì ýòî ðåøåíèå íà óñòîé÷èâîñòü.
Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì âñå òðè ïåðåìåííûå â âèäå

ttt zeZZyeYYxeXX λλλ −−− +=+=+= 000 ,, , (2.43)

ñ÷èòàÿ zyx ,,  - ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè. (2.43) ïîäñòàâëÿåì â (2.42) è

Ðèñ. 2.32.
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îòáðàñûâàåì íåëèíåéíûå ïî ìàëûì âîçìóùåíèÿì ÷ëåíû. Â ðåçóëüòàòå, ïî-
ñëå ñîêðàùåíèÿ íà ýêñïîíåíòû,  ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñ-
òåìó

.z)b(
,y)(rx
,yx)(

0
01
0

=+
=−+
=+−

λ
λ

σσλ

Ðåøàÿ çàäà÷ó íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ïðèðàâíèâàåì íóëþ îïðåäå-
ëèòåëü ñèñòåìû è ïîëó÷àåì

2
)1(4)1(

2
1 2 r−−+±+= σσσλ .

Âèäíî, ÷òî ïðè 1>r  îäèí èç äâóõ êîðíåé ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì,
òî åñòü â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì Ðåëåÿ (èíà÷å è áûòü íå ìîæåò)
ïðè 1=r âîçíèêàåò êîíâåêòèâíîå äâèæåíèå.

Ñèñòåìà (2.42) èìååò è íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå

.1
,)1(

−=
−±==

rZ
rbYX (2.44)

Ó ïåðåìåííûõ X  è Y  äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ïîÿâëÿåòñÿ ïðè 1>r . Òà-
êèì îáðàçîì, â òî÷êå 1=r  èìååò ìåñòî íîðìàëüíàÿ áèôóðêàöèÿ âèëêè è ïî-
ÿâëÿåòñÿ äâà óñòîé÷èâûõ ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàöèîíàðíîé âàëèêî-
âîé êîíâåêöèè ñ ïðîòèâîïîëîæíûì íàïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ êîíâåêòèâíûõ
âàëîâ.

Ï îâòîðÿÿ ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðåøåíèÿ (2.44), ïðèõî-
äèì ê êóáè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

Ðèñ. 2.33.
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0)1(2)()1( 23 =−−++++− rbbrb σλσλσλ ,

â îäíîì èç êîðíåé êîòîðîãî ïîÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ äåéñòâèòåëü-
íàÿ ÷àñòü ïðè

1
)3(

−−
++=

b
b

r
σ
σσ .

Ï ðè 3/8,10 == bσ  ýòî âûðàæå-
íèå äàåò çíà÷åíèå 74,24=r . Â ýòîé
òî÷êå èìååò ìåñòî ñóáêðèòè÷åñêàÿ
áèôóðêàöèÿ Õîïôà. Îñîáåííîñòü
ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû Ëîðåíöà â òîì,
÷òî óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë
íå âîçíèêàåò â íåé âîâñå (íàïîì-
íèì, ÷òî ñîãëàñíî ñöåðàðèþ Ðþýëÿ-
Òàêêåíñà, ñòðàííûé àòòðàêòîð âîç-
íèêàåò ïîñëå äâóõ áèôóðêàöèé
Õîïôà) è ñòðàííûé àòòðàêòîð âîç-
íèêàåò ñðàçó ïîñëå ïåðâîé (îáðàò-
íîé) áèôóðêàöèè Õîïôà. Áèôóðêà-
öèîííàÿ äèàãðàììà ïðåäñòàâëåíà
íà ðèñóíêå 2.32. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

      Ðèñ. 2.34.

     Ðèñ. 2.35..
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÷òî «÷èñòûé» ñòðàííûé àòòðàêòîð ñóùåñòâóåò â íåáîëüøîì èíòåðâàëå ÷èñ-
ëà Ðåëåÿ 1,3006,24 << r . Îáðàòèì âíèìàíèå è íà òî, ÷òî íà ëåâîì êðàþ ýòîãî
èíòåðâàëà ñóùåñòâóåò ãèñòåðåçèñ - ïðè ïîíèæåíèè ÷èñëà Ðåëåÿ ñòðàííûé
àòòðàêòîð ñóùåñòâóåò äî 06,24=r , à íå äî 74,24=r . Ëåâåå ýòîé ãðàíèöû â
èíòåðâàëå ÷èñåë Ðåëåÿ 93,13>r  ñóùåñòâóåò îáëàñòü òàê íàçûâàåìîãî ìåòà-

ñòàáèëüíîãî õàîñà. Â ýòîé îáëàñòè ìà-
ëûå âîçìóùåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ ìîíîòîííî çàòóõàþò, íî áîëüøèå
âîçìóùåíèÿ ïðèâîäÿò ê õàîòè÷åñêèì
ðåæèìàì, êîòîðûå â êîíå÷íîì èòîãå
òàêæå çàòóõàþò, íî óñïåâàþò ïðè ýòîì
âûïèñàòü â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
ìíîãî÷èñëåííûå õàîòè÷åñêèå ïåòëè,
íàïîìèíàþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåìû íà
ñòðàííîì àòòðàêòîðå. Ïðè 1,30>r  äèà-
ãðàììà ðåæèìîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
÷åðåäîâàíèå îáëàñòåé ñ õàîòè÷åñêèì è
ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿìè, íàïîìè-
íàÿ ïîâåäåíèå îòîáðàæåíèÿ Ô åéãåí-
áàóìà â îáëàñòè 1<<∞ µµ  (ðèñ.2.31).
Ï îÿâëåíèþ îáëàñòè ñ ïåðèîäè÷åñêèì
àòòðàêòîðîì ïðåäøåñòâóåò îáðàòíûé

êàñêàä, à ñàìî «îêíî ïåðèîäè÷íîñòè» âêëþ÷àåò ñóáãàðìîíè÷åñêèé êàñêàä.
×èñëî «îêîí ïåðèîäè÷íîñòè», ïî-âèäèìîìó, áåñêîíå÷íî è ïðè áîëüøèõ
÷èñëàõ Ðåëåÿ èõ øèðèíà ðàñòåò. Ï îñëåäíåå îêíî íåîãðàíè÷åííî è çàíèìàåò
âñþ îáëàñòü 364,214>r .

Â ñâîåé çíàìåíèòîé ðàáîòå Ëîðåíö ÷èñëåííî èññëåäîâàë ïîâåäåíèå
ñèñòåìû ïðè 28=r . Í à ðèñóíêå 2.33 ïîêàçàí ôðàãìåíò ïîâåäåíèÿ âî âðåìå-
íè ïåðåìåííîé )(tX ïðè ýòîì çíà÷åíèè r  , à íà ðèñ.2.34 - õàðàêòåðíûé âèä
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñèñòåìû íà ñòðàííîì àòòðàêòîðå. Í à ðèñ.2.35 - ïðîåê-
öèè ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñêîñòè ),( ZX .
Í àáëþäåíèå çà ýâîëþöèåé ôàçîâîé òðàåêòî-
ðèè  ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ îïèñûâàåò
âèòêè âîêðóã òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòàâøèì
íåóñòîé÷èâûìè ðåøåíèÿì (2.44), ïåðåõîäÿ ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì îò âðàùåíèÿ âîêðóã îäíîãî
ôîêóñà ê âðàùåíèþ âîêðóã äðóãîãî.

Í àáëþäàÿ çà ýâîëþöèåé ôàçîâîé òðàåê-
òîðèè â ïëîñêîñòè ),( ZX , Ëîðåíö ñäåëàë âàæ-
íûé âûâîä.  Òðàåêòîðèÿ ðàñêðó÷èâàåòñÿ âî-
êðóã îäíîãî ôîêóñà, óâåëè÷èâàÿ íà êàæäîì
âèòêå ðàäèóñ îðáèòû. Ýòîò ïðîöåññ ïðîèñõî-

  Ðèñ. 2.36.

      Ðèñ. 2.37.
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äèò äî òåõ ïîð, ïîêà íà î÷åðåäíîì âèòêå â òî÷êå ìàêñèìóìà òðàåêòîðèÿ íå
âûéäåò çà çíà÷åíèå 5,38=Z . Êàê òîëüêî òðàåêòîðèÿ ïðåâûñèò ýòî çíà÷åíèå,
îíà óõîäèò â îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ äðóãîãî ôîêóñà è âñå ïîâòîðÿåòñÿ âíîâü.
Ï ðè ýòîì ÷èñëî âèòêîâ, êîòîðîå ñîâåðøèò òðàåêòîðèÿ, çàâèñèò îò âåëè÷è-
íû ïðåâûøåíèÿ òðàåêòîðèè íàä ýòèì êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ïåðåä ïåðå-
áðîñîì. Ëîðåíö èñïîëüçîâàë ìåòîä òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé, ïîçâîëÿþùèé
ïåðåéòè îò ñèñòåìû ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ê ñèñòåìå ñ äèñêðåòíûì âðå-
ìåíåì - âàðèàíò ñå÷åíèÿ Ï óàíêàðå, íàçûâàåìûé îòîáðàæåíèåì ïåðâîãî
âîçâðàùåíèÿ. Â êà÷åñòâå îòîáðàæåíèÿ èñïîëüçîâàëîñü çíà÷åíèå âåëè÷èíû
Z â òåêóùåì ëîêàëüíîì ìàêñèìóìå, êàê ôóíêöèÿ îò çíà÷åíèÿ â ïðåäûäóùåì
ìàêñèìóìå (ðèñ.2.36). Ëåâàÿ, âîñõîäÿùàÿ ÷àñòü ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò
ïðîöåññó ðàñêðó÷èâàíèÿ, à ïåðåõîä çà ïèê - ïåðåáðîñó ê äðóãîìó ôîêóñó.
Ëîðåíö ïðåäëîæèë ïðîñòåéøóþ ìîäåëü íàáëþäàåìîãî ïðîöåññà - îòîáðà-
æåíèå îòðåçêà [0,1] íà ñåáÿ âèäà (ðèñ.37)


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


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Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà÷èíàþùàÿñÿ ñî çíà÷å-
íèÿ 0M , òî îíà áóäåò ðàçâèâàòüñÿ ïî ñëåäóþùåé öåïî÷êå:
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Çäåñü nm - ÷åòíîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî îíî ñäâèãàåò âåëè÷èíó 02 Mn  â èí-
òåðâàë [0,1]. Âñå âîçìîæíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî ðàçäåëèòü íà òðè
òèïà:

Ï îñëåäîâàòåëüíîñòè, çàêàí÷èâàþùèåñÿ â íóëå. Òàêèõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî è îíè íà÷èíàþòñÿ ñ ýëåìåíòà âèäà puM 20 = , ãäå
u - íå÷åòíîå öåëîå ÷èñëî. Òîãäà 211 =−pM  è 0=pM .
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Ï åðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îíè âîçíèêàþò, åñëè vuM p20 = ,

ãäå u,v - ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà 
v

u
m

v
u

mM
k

p

kp

kp
22

2
2 1

1
⋅±=±=

++

++ . Ï ðîñòåøèå ïðè-

ìåðû ïîëó÷àþùèõñÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé åñòü

]....,9/8,9/4,9/2[
]....,7/6,7/4,7/2[

].....,5/4,5/2[
].....,32[

3) Àïåðèîäè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ýòà ìîäåëü èëëþñòðèðóåò åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî ñèñòåìû - íåóñ-
òîé÷èâîñòü ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì (×ÇÍÓ). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ðàññìîò-
ðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ìàëûì âîçìóùåíèåì íà÷àëüíîãî ýëåìåíòà

ε+=′ 00 MM , òî ïîñëå n  èòåðàöèé

εε n
n

n
nn MMmM 2)(2 0 ±=±±=′ ,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýêñïîíåíöèàëüíîì ðîñòå âîçìóùåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî ìîäåëüíîå îòîáðàæåíèå (2.45) ïðè âñåé ñâîåé ïðîñòîòå

ñîõðàíÿåò âàæíåéøåå ñâîéñòâî, ïðèâîäÿùåå ê ×ÇÍÓ â äèññèïàòèâíûõ ñèñ-
òåìàõ - ýòî ðàñòÿæåíèå â ñî÷åòàíèè ñî ñêëàäûâàíèåì. Ðàñòÿæåíèå íà êàæ-
äîì øàãå ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó íà÷àëüíîãî ñìåùåíèÿ (ðàñ-
õîæäåíèþ òðàåêòîðèé), à ñêëàäûâàíèå îáåñïå÷èâàåò âîçâðàùåíèå â îãðà-
íè÷åííóþ îáëàñòü (â äàííîì ñëó÷àå èíòåðâàë).

2.8.2 Ì îäåëü äèíàìî
Ðèêèòàêå

Äðóãîé ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû ñî ñòîõàñòè÷åñêèì ïîâåäåíè-
åì äàåò òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü äâóõ-
äèñêîâîãî äèíàìî Ðèêèòàêå, ïðåäëî-
æåííàÿ â ñâÿçè ñ çàäà÷åé îá èíâåðñèÿõ
ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ì àãíèòíîå ïîëå
Çåìëè â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äèïîëü, êîòîðûé ïî
ïàëåîìàãíèòíûì äàííûì ìíîãîêðàò-

    Ðèñ. 2.38.
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íî è íåðåãóëÿðíî ìåíÿë ñâîþ ïîëÿðíîñòü. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü øêàëà ïî-
ëÿðíîñòè ãåîìàãíèòíîãî ïîëÿ âîññòàíîâëåíà áîëåå ÷åì çà 1700 ìèëëèîíîâ
ëåò, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïîðÿäêà ïîëîâèíû âîçðàñòà Çåìëè. Çà ýòî âðåìÿ çàðåãè-
ñòðèðîâàíî 593 ïåðåáðîñà ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè÷åì âðåìÿ ìåæäó äâóìÿ ïå-
ðåáðîñàìè êîëåáëåòñÿ â èíòåðâàëå îò 10 òûñÿ÷ äî ñîòåí ìèëëèîíîâ ëåò, äå-
ìîíñòðèðóÿ õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå, ëèøåííîå êàêèõ-ëèáî ïåðèîäè÷íîñòåé.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé íà ñåãîäíÿ òî÷êå çðåíèÿ, ìàãíèòíîå ïîëå Çåìëè
âîçáóæäàåòñÿ â ðåçóëüòàòå êîíâåêòèâíîãî äâèæåíèÿ â æèäêîì (ýëåêòðîïðî-
âîäÿùåì) ÿäðå. Ï ðîöåññ âîçáóæäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â äâèæóùåéñÿ ïðî-
âîäÿùåé ñðåäå ïîëó÷èë íàçâàíèå Ì ÃÄ-äèíàìî. Çåìíîå äèíàìî ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ñëîæíûé íåëèíåéíûé ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ, èññëå-
äîâàíèå êîòîðîãî íàõîäèòñÿ ëèøü íà íà÷àëüíîé ñòàäèè. Áîëüøîé èíòåðåñ
ïðåäñòàâëÿþò ïîýòîìó ëþáûå óïðîùåííûé ìîäåëè ïðîöåññà ãåíåðàöèè
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñïîñîáíûå ïðèâîäèòü ê ñëó÷àéíûì ñìåíàì ïîëÿðíîñòè
ãåíåðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Ñàìûå ïðîñòûå ìîäåëè îïåðèðóþò íå ïîòîêàìè ïðîâîäÿùåé æèäêî-
ñòè, à äâèæóùèìèñÿ ïðîâîäíèêàìè. Ï åðâàÿ ïîïûòêà ïîñòðîèòü òàêîãî ðî-
äà ìîäåëü ïðèíàäëåæèò Áóëëàðäó (Bullard E.C., Proc.Cambridge Philos.
Soc.,1955, v.51, p.744.), êîòîðûé ïðåäëîæèë îäíîäèñêîâîå äèíàìî, íî òàêàÿ
ìîäåëü íå äàåò ñìåíû ïîëÿðíîñòè ãåíåðèðóåìîãî ïîëÿ. Ðèêèòàêå (Rikitake
T., Proc.Cambridge Philos. Soc.,1958, v.54, p.89.) ðàññìîòðåë ñèñòåìó äâóõ
äèñêîâûõ äèíàìî, ñâÿçàííûõ òàêèì îáðàçîì, ÷òî òîê îò îäíîãî äèñêà ïèòà-
åò êàòóøêó âîçáóæäåíèÿ äðóãîãî è íàîáîðîò. Ýòà ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà
ðèñ.2.38. Îáà äèñêà âðàùàþòñÿ áåç òðåíèÿ è íàõîäÿòñÿ ïîä äåéñòâèåì îäè-
íàêîâûõ ìîìåíòîâ ñèë G , êîìïåíñèðóþùèõ îìè÷åñêèå ïîòåðè â äèñêàõ è
îáìîòêàõ. Óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ òîêîâ 21, II  è óãëîâûõ ñêî-
ðîñòåé 21 ,ΩΩ  ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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ãäå L  - êîýôôèöèåíò ñàìîèíäóêöèè, R - ñîïðîòèâëåíèå êàæäîé öåïè, M -
êîýôôèöèåíò âçàèìîèíäóêöèè, C  - ìîìåíò èíåðöèè äèñêà.

Äâà ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿ (2.46) ïîêàçûâàþò, ÷òî ðàçíîñòü óãëîâûõ
ñêîðîñòåé åñòü âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ

,21 A
CM
GL=Ω−Ω

ãäå A  - êîíñòàíòà. Ýòî ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ñèñòåìå òðåõ óðàâíåíèé.
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Ñèñòåìà çàïèñûâàåòñÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå. Ï ðè ýòîì çà åäèíèöó òî-
êà ïðèíèìàþò âåëè÷èíó MG / , óãëîâîé ñêîðîñòè - CMGL / , à çà åäèíèöó
âðåìåíè - âåëè÷èíó meττ .  Åäèíèöà âðåìåíè âûðàæåíà ÷åðåç äâà õàðàêòåð-
íûõ ìàñøòàáà âðåìåíè, ïðèñóùèõ ñèñòåìå. Ýòî âðåìÿ mτ , çà êîòîðîå äèñê
ïîä äåéñòâèåì ïðèëîæåííîãî ìîìåíòà ñèë ðàçãîíÿåòñÿ äî õàðàêòåðíîé
ñêîðîñòè MR / ,

GM
CR

m =τ

è âðåìÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé äèôôóçèè

,
R
L

e =τ

õàðàêòåðèçóþùåå âðåìÿ âûðîæäåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè îñòàíîâêå äèñ-
êà. È õ îòíîøåíèå ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì ïàðàìåòðîì ñèñòåìû

GLM
CR

e

m
2

==
τ
τµ .

Îáîçíà÷àÿ áåçðàçìåðíûå òîêè êàê iX , à áåçðàçìåðíûå óãëîâûå ñêîðîñòè
êàê iY  (â óðàâíåíèÿõ îñòàåòñÿ îäíà ïåðåìåííàÿ Y , òàê êàê AYY =− 21 ), ïðèõî-

        Ðèñ. 2.39.
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äèì ê ñèñòåìå
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Ñèñòåìà (2.47) èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ

,,,, 2
2

2
1

1
21

−− ===±=±= KYKYYKXKX µµ
ãäå ).( 22 −−= KKA µ

Ì û íå áóäåì ïîäðîáíî îïèñûâàòü ñâîéñòâà ñèñòåìû Ðèêèòàêå, îñòàâ-
ëÿÿ åå èçó÷åíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ ðàáîò. Í à ðèñ.2.39 ïîêàçàíà òîëüêî
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ .2;5,1 == Kµ  Ì îæíî âèäåòü, ÷òî åå
òîïîëîãèÿ áëèçêà àòòðàêòîðó Ëîðåíöà.

2.8.3 Ðåàëüíàÿ êîíâåêöèÿ

Í àèáîëüøåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ ïåðå-
õîäà îò óïîðÿäî÷åííûõ òå÷åíèé ê õàîòè÷åñêèì âûïîëíåíî, ïîæàëóé, â èñ-
ñëåäîâàíèÿõ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé. Ì û ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèé ïåðåõîäà îò ëàìèíàðíîãî äâèæåíèÿ ê òóðáóëåíòíîñòè ïðè
êîíâåêöèè â êóáè÷åñêîé ïîëîñòè, âçÿòûå èç ðàáîòû: Çèìèí Â.Ä., Êåòîâ
À.È . Í àäêðèòè÷åñêèå êîíâåêòèâíûå äâèæåíèÿ â êóáè÷åñêîé ïîëîñòè.
È çâ.ÀÍ ÑÑÑÐ, Ì åõàíèêà æèäêîñòè è ãàçà, 1974, N.5, Ñ.110.

Ðèñ. 2.40.
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È çìåðåíèÿ ïðîâîäèëèñü ïîäîãðåâàåìîé ñíèçó â êóáè÷åñêîé ïîëîñòè ñ
ðåáðîì 40 ìì, îáðàçîâàííîé ìåäíûìè ñòåíêàìè. Ãîðèçîíòàëüíûå ñòåíêè
òåðìîñòàòèðîâàëèñü, îáåñïå÷èâàÿ çàäàííóþ ðàçíîñòü òåìïåðàòóðû, à âåð-
òèêàëüíûå îáåñïå÷èâàëè ðàâíîâåñíûé îäíîðîäíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû.
Í àäêðèòè÷åñêèå òå÷åíèÿ, âîçíèêàþùèå â êóáè÷åñêîé ïîëîñòè è èìåþùèå
íàèáîëåå íèçêèå óðîâíè óñòîé÷èâîñòè, ñõåìàòè÷åñêè ïîêàçàíû íà ðèñ.2.40,
ãäå ñòðåëêàìè ïîêàçàíî íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ æèäêîñòè â âåðõíåé ÷àñòè

ïîëîñòè, à çíàêàìè «ïëþñ» è «ìèíóñ» îáî-
çíà÷åíû îáëàñòè, â êîòîðûõ òåìïåðàòóðà
îêàçûâàåòñÿ âûøå èëè íèæå ñðåäíåé. Êðè-
òè÷åñêèå ÷èñëà Ðåëåÿ äëÿ äâèæåíèé òèïà À
è Á ðàâíû 8224, äëÿ Â - 9184 è äëÿ Ã -
14032. Â ïîëîñòè áûëè óñòàíîâëåíû äèô-
ôåðåíöèàëüíûå òåðìîïàðû, ðàñïîëîæåí-
íûå òàêèì îáðàçîì, ÷òî èõ ïîêàçàíèÿ ïî-
çâîëÿëè âûäåëÿòü äâèæåíèÿ âñåõ ÷åòûðåõ
òèïîâ.

Í å îñòàíàâëèâàÿñü íà ñöåíàðèÿõ
ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè è ïåðåõîäîâ îò
îäíîãî ðåæèìà äâèæåíèÿ ê äðóãîìó, ïðè-
âåäåì ëèøü íåêîòîðûå äàííûå, èëëþñòðè-
ðóþùèå ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îäíî÷àñòîò-
íîì ðåæèìå, äâóõ÷àñòîòíîì è ñòîõàñòè÷å-
ñêîì ðåæèìàõ. Äëÿ êàæäîãî èç òðåõ ðåæè-
ìîâ íà ðèñóíêàõ ïðåäñòàâëåíû èçìåíåíèÿ
âî âðåìåíè ïîêàçàíèé òåðìîïàð, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ êàæäîìó èç âûäåëÿåìûõ òå÷å-
íèé, ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåêòîðèé íà

       Ðèñ. 2.41.        Ðèñ. 2.42.

     Ðèñ. 2.43.
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ïëîñêîñòè, îáðàçîâàííûå âñåìè ïàðàìè òåðìîïàð è ñïåêòðû ìîùíîñòè
ïóëüñàöèé òåìïåðàòóðû, ðåãèñòðèðóåìîé êàæäîé èç ÷åòûðåõ òåðìîïàð.

Ðèñóíêè 2.41-2.43 îòíîñÿòñÿ ê îäíî÷àñòîòíîìó ðåæèìó, ðåãèñòðèðóå-
ìîìó ïðè ÷èñëå Ðåëåÿ 5102⋅=R . Ï åðâûé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò õàðàêòåð êîëå-
áàíèé ïîêàçàíèé âñåõ ÷åòûðåõ òåðìîïàð, âòîðîé - ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì
êîëåáàíèÿì ïðîåêöèè ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèé, ÿñíî óêàçûâàþùèå íà ñóùåñò-
âîâàíèå ïðåäåëüíîãî öèêëà. Îá ýòîì
æå ñâèäåòåëüñòâóþò è ñïåêòðû Ô óðüå
(ðèñ.2.43) ñîñòîÿùèõ èõ îäíîãî ãëàâíî-
ãî ïèêà íà ÷àñòîòå 0,054 Ãö è ïèêà íà
óäâîåííîé ÷àñòîòå, îáóñëîâëåííûé íå-
ãàðìîíè÷åñêîé ôîðìîé êîëåáàíèé.

Ñëåäóþùàÿ ãðóïïà ðèñóíêîâ
ïðåäñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû äëÿ ÷èñëà Ðå-
ëåÿ 51024,2 ⋅=R  . Í à ðèñóíêå 2.44 ïîêà-
çàíû ïóëüñàöèè ïîêàçàíèé òåðìîïàð,
íà ðèñ.2.45 - ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå
òðàåêòîðèè (çà âðåìÿ ñîîòâåòñòâóþùåå
ïåðèîäó íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé), à
íà ðèñóíêå 2.46 - ñïåêòðû, ñâèäåòåëüñò-
âóþùèå î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ÷àñòîò-
íîãî ðåæèìà (÷àñòîòû 0,0451 Ãö è 0,304
Ãö).

Äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèì ïðè 51050,2 ⋅=R . Ïîêàçàíèÿ
òåðìîïàð äëÿ ýòîãî ðåæèìà ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñ.2.47, ôàçîâûå òðàåêòîðèè -

    Ðèñ. 2.44. Ðèñ. 2.45.

Ðèñ. 2.46.
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íà ðèñ.2.48, à ñïåêòðû ìîùíîñòè - íà ðèñ.2.49. Âèäíî, ÷òî ôàçîâûå òðàåêòî-
ðèè èìåþò ÷ðåçâû÷àéíî çàïóòàííóþ ñòðóêòóðó, à ñïåêòðû ñòàíîâÿòñÿ
ñïëîøíûìè, ñîõðàíÿÿ ëèøü ñëàáûå ëîêàëüíûå ìàêñèìóìû, ñâèäåòåëüñò-
âóþùèå î ñîõðàíåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ.

        Ðèñ. 2.47.

        Ðèñ. 2.48.      Ðèñ. 2.49.
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3 ÏÎËÓÝÌ Ï È ÐÈ×ÅÑÊÈÅ Ì ÎÄÅËÈ

3.1 Ðàçâèòàÿ òóðáóëåíòíîñòü

3.1.1 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

 Â äàííîé ãëàâå ìû íà÷èíàåì ðàññìàòðèâàòü ïîäõîäû ê îïèñàíèþ
ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè, òî åñòü òå÷åíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè çíà÷èòåëüíîì
ïðåâûøåíèè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ (÷èñëà Ðåé-
íîëüäñà, åñëè ðå÷ü èäåò îá èçîòåðìè÷åñêîì òå÷åíèè â îòñóòñòâèè äîïîëíè-
òåëüíûõ ñèëîâûõ ïîëåé). Òàêèå òå÷åíèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ íàïîëíåííûìè
ñïåêòðàìè Ô óðüå, ïðè÷åì íå òîëüêî âðåìåííûìè, íî è ïðîñòðàíñòâåííûìè.
Í àïîìíèì åùå ðàç, ÷òî èìåííî â ýòîì è åñòü îñíîâíîå îòëè÷èå òóðáóëåíò-
íîñòè îò õàîñà â äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íåâûñîêîãî ïîðÿäêà: â òóðáóëåíò-
íîì ïîòîêå õàîñ è ïðîñòðàíñòâåííûé, è âðåìåííîé, à õàîòè÷åñêîå ïîâåäå-
íèå ìàëîìîäîâûõ ñèñòåì (ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðèìåð êîíâåêòèâíûì òå÷å-
íèÿì ïðè íåâûñîêîé íàäêðèòè÷íîñòè) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé õàîòè÷åñêóþ âî
âðåìåíè ýâîëþöèþ ìîä ñ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóê-
òóðîé.

Ï ðèñòóïàÿ ê ðàññìîòðåíèþ ðàçâèòûõ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, ñëåäóåò
ñäåëàòü ðÿä âàæíûõ çàìå÷àíèé. Ï åðâîå èç íèõ êàñàåòñÿ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ æèäêîñòè.  Â ïåðâîé ãëàâå ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ Í àâüå-Ñòîêñà, êàê
îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìû îïèñûâàåì â äàëüíåéøåì âñå
òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Ñíîâà ïîä÷åðêíåì, ÷òî ìû äåéñòâèòåëüíî ïðîäîëæàåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò òå÷åíèÿ æèäêîñòè è â òóðáóëåíòíîì
ðåæèìå, äàæå ïðè ýêñòðåìàëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ áåçðàçìåðíûõ ïàðà-
ìåòðîâ (áîëåå òîãî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè). Óâåðåííîñòü â òîì, ÷òî ýòî âîçìîæíî, äåðæèòñÿ íà ðåçóëüòàòàõ
ìíîãî÷èñëåííûõ óñïåøíûõ ïîïûòîê èñïîëüçîâàíèÿ  ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ
òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Ñàìà âîçìîæíîñòü ïðèëîæåíèÿ óðàâíåíèé Í àâüå-
Ñòîêñà ê òóðáóëåíòíîñòè ñîâñåì íå î÷åâèäíà (è ïðîäîëæàåò ïîäâåðãàòüñÿ
êðèòèêå), òàê êàê ïðè èõ âûâîäå áûëî ñäåëàíî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ëè-
íåéíûå êîìáèíàöèè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëÿ ñêîðîñòè. Â ëàìèíàðíûõ è
ñëàáî íàäêðèòè÷åñêèõ òå÷åíèÿõ ýòî ïðåäïîëîæåíèå êàæåòñÿ ðàçóìíûì è
ïðåêðàñíî ðàáîòàåò, íî â ñèëüíî íåëèíåéíûõ ðåæèìàõ íåëüçÿ èñêëþ÷èòü,
÷òî òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé áóäåò èìåòü áîëåå ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü îò
ñòðóêòóðû ïîëÿ ñêîðîñòè. Îïðàâäàíèåì èñïîëüçîâàíèþ óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ â ïðèíÿòîé ôîðìå ìîæåò ñëóæèòü òîëüêî ñîïîñòàâëåíèå ðåçóëüòàòîâ èõ
ðåøåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.
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Äàëåå, ïóñòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïðàâåäëèâû è ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ìû ðàñïîëàãàåì ìîùíåéøèì êîìïüþòåðîì, ñïîñîáíûì ðåøàòü òðåõìåðíûå
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñ ëþáîé æåëàåìîé òî÷íîñòüþ (íàïðèìåð, áóäåì ñ÷è-
òàòü òðåõìåðíûé ïîòîê íà ñåòêå 1000õ1000õ1000). Ýòî, îäíàêî, íå ñíèìàåò
ïðîáëåìû îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè, òàê êàê â ðåçóëüòàòå òàêîãî ðåøåíèÿ
ìû áóäåì èìåòü îãðîìíîå êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè, îñîçíàíèå êîòîðîé
òðåáóåò åå ïðåäñòàâëåíèÿ â íåêîòîðîì âèäå, à ýòî ôàêòè÷åñêè îïÿòü æå
ïðåäïîëàãàåò ââåäåíèå îïðåäåëåííîé ìîäåëè ïðîöåññà. Ï î ñóòè, òàêîé ñó-
ïåðêîìïüþòåð îòëè÷àåòñÿ îò ðåàëüíîãî òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ, íàáëþäàå-
ìîãî â ëàáîðàòîðèè èëè ïðèðîäå, òîëüêî íåñðàâíåííî áîëüøèìè âîçìîæ-
íîñòÿìè ñúåìà èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ ïîòîêà â ëþáîé òî÷êå
è â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè.

Ï ðîáëåìà îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ ñîñòîèò â âûäåëåíèè
õàðàêòåðèñòèê, îïèñûâàþùèõ ñâîéñòâà ñèñòåìû ñ îãðîìíûì ÷èñëîì ñòåïå-
íåé ñâîáîäû, à ëþáîé ïîäõîä ê åå îïèñàíèþ - ýòî òîò èëè èíîé ñïîñîá îã-
ðàíè÷åíèÿ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Òóðáóëåíòíûå ïîëÿ (ñêîðîñòü, äàâëåíèå, òåìïåðàòóðà è ò.ä.) ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñëó÷àéíûå ïîëÿ. Â ëþáîé òî÷êå ïîòîêà ìîæíî óñòàíîâèòü
äàò÷èê è çàðåãèñòðèðîâàòü ðåàëèçàöèþ ïðîöåññà â äàííîé òî÷êå. Ì íîãî-
êðàòíî ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó, ïðèíöèïèàëüíî âîçìîæíî ïîëó÷èòü ïëîò-
íîñòü âåðîÿòíîñòè )( fP  äëÿ èíòåðåñóþùåé íàñ âåëè÷èíû ),( trf

r . Â îáùåì
ñëó÷àå, ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òàêæå åñòü ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè.
Ñóùåñòâóåò ðÿä âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå ìû è ïåðå÷èñëèì.

Òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòè íå çàâèñèò îò ñäâèãà

),(),( rtPrrtP
rrr =∆+ .

Òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå íàçûâàåòñÿ ñòàöèîíàðíûì, åñëè ïëîòíîñòü âå-
ðîÿòíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî åñòü

),(),( rtPrtP
rr =+ τ .

Ï ðîöåññ íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì, åñëè îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè ýêâè-
âàëåíòíî äëÿ íåãî îñðåäíåíèþ ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé

∫
∞→

=
T

T
dtrtf

T
rf

0

),(
1

)( lim
rr .

Óãëîâûìè ñêîáêàìè áóäåì îáîçíà÷àòü ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà-
öèé. Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ìîæåò áûòü ýðãîäè÷å-
ñêèì. Ãèïîòåçà ýðãîäè÷íîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ñòà-
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öèîíàðíûõ òå÷åíèé, òàê êàê íà ïðàêòèêå èçìåðÿþòñÿ èìåííî ñðåäíèå ïî
âðåìåíè âåëè÷èíû.

Â ðåàëüíûõ èçìåðåíèÿõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ è ãèïîòåçà Òåéëîðà, ïî-
çâîëÿþùàÿ ñâÿçàòü ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå ôëóêòóàöèè èññëåäóå-
ìîé âåëè÷èíû ),( trf

r . Ñîãëàñíî ýòîé ãèïîòåçå, åñëè ñóùåñòâóåò ñðåäíåå òå-
÷åíèå, õàðàêòåðèçóåìîé ñêîðîñòüþ U

r
, òî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

i
i x

f
U

t
f

∂
∂=

∂
∂ .

Ï îëüçóÿñü ýòîé ãèïîòåçîé, ïî èçìåðåíèÿì â çàäàííîé òî÷êå ïðî-
ñòðàíñòâà îïðåäåëÿþò ïðîñòðàíñòâåííûå ôëóêòóàöèè èññëåäóåìîãî ïîëÿ è
èõ ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè.

3.1.2 Ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ ïîëåé

Ô óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ),( trP
r  ñîäåðæèò ïîë-

íóþ èíôîðìàöèþ î ñëó÷àéíîì ïîëå ),( trf
r , îäíàêî, åå îïðåäåëåíèå â ïîë-

íîì îáúåìå ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. È çâåñòíî, ÷òî çàäàíèþ ïëîòíîñòè
âåðîÿòíîñòè ýêâèâàëåíòíî çàäàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (â ïðèíöèïå - áåñ-
êîíå÷íîé) ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ

∫= dffPfMf mm )( .

Ï ðè ýòîì ìîìåíò íóëåâîãî ïîðÿäêà ðàâåí åäèíèöå â ñèëó óñëîâèÿ íîðìè-
ðîâêè

∫ == 1)(0 dffPMf ,

à ìîìåíò ïåðâîãî ïîðÿäêà, íàçûâàåìûé òàêæå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì,
äàåò ñðåäíåå çíà÷åíèå âåëè÷èíû

∫ == fdfffPMf )(1 .

Äëÿ ìîìåíòîâ âòîðîãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îáû÷íî èñïîëüçóþò
öåíòðàëüíûå ìîìåíòû, âû÷èñëÿåìûå îòíîñèòåëüíî ñðåäíèõ çíà÷åíèé

∫ −=− dffPffffM mm )()()( .

Í àïîìíèì, ÷òî öåíòðàëüíûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ
äèñïåðñèåé.
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Ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ òóðáóëåíòíûõ ïîëåé, íåîáõîäèìû ñòàòèñòè-
÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñâÿçè ìåæäó çíà÷åíèÿìè âåëè÷èíû ),( trf

r  â ðàçëè÷-
íûõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà. Ýòî òðåáóåò ââåäåíèÿ ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âå-

ðîÿòíîñòè ))(),(( 21 rfrfP
rr  è (èëè) ñîîòâåòñòâóþùèõ äâóõòî÷å÷íûõ ìîìåíòîâ.

Âàæíåéøèì ñðåäè äâóõòî÷å÷íûõ ìîìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ ìîìåíò âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, íàçûâàåìûé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé

))(())(),(())()()((),( 22112121221121 ffffdfdfrfrfPfrffrfrrB −−=−−= ∫ rrrrrr .  (3.1)

Åñëè ðå÷ü èäåò î âåêòîðíîì ïîëå (íàïðèìåð, ñêîðîñòè), òî ïîÿâëÿåòñÿ
êîððåëÿöèîííûé òåíçîð

))()()(()((),( 21121 jjjiiij rvrvrvrvrrB
rrrrrr −−= . (3.2)

Äëÿ îäíîðîäíîé òóðáóëåíòíîñòè (3.1) è (3.2) çàâèñÿò òîëüêî îò âçà-
èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ äâóõ òî÷åê, òî åñòü, åñëè rrr

rrr += 12 , òî

)(),( 21 rBrrB ijij
rrr = . (3.3)

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíàÿ è èçîòðîïíàÿ òóðáó-
ëåíòíîñòü, â êîòîðîé ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (à, ñëåäîâàòåëüíî,
è äâóõòî÷å÷íûå ìîìåíòû) íå çàâèñÿò è îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðà r

r . Òîãäà

)(|)(|),( 21 rBrBrrB ijijij == rrr . (3.4)

Ðèñ.3.1.
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×àùå âñåãî èñïîëüçóþò êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè )(rBll  è )(rBnn , õà-
ðàêòåðèçóþùèå êîððåëÿöèþ ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ
ïóëüñàöèé ñêîðîñòè. Çäåñü èíäåêñîì l  îáîçíà÷åíà ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè
âäîëü ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè 1r

r  è 2r
r , à èíäåêñîì n  ñîñòàâëÿþùàÿ, íîð-

ìàëüíàÿ ýòîé ëèíèè. Õàðàêòåðíûé âèä ýòèõ ôóíêöèé èëëþñòðèðóåò ðèñó-
íîê 3.1.

Âûøå, â ïàðàãðàôå 2.4.3, óêàçûâàëîñü íà ñâÿçü êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè ñî ñïåêòðàìè (òåîðåìà Õèí÷èíà) â ñëó÷àå âðåìåííîãî ñèãíàëà.
Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ñâÿçûâàåò è ïðîñòðàíñòâåííûå ñïåêòðû ñ äâóõ-
òî÷å÷íûìè êîððåëÿöèîííûìè ôóíêöèÿìè. Ïðåæäå ÷åì íàïèñàòü ýòî ñîîò-
íîøåíèå, îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà âîïðîñå î ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ñïåêòðàõ òóðáóëåíòíîñòè.

3.1.3 Ï ðîñòðàíñòâåííûå ñïåêòðû

Ï ðåäïîëîæèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñëó÷àéíîå (òóðáóëåíòíîå) ïîëå
çàíèìàåò îãðàíè÷åííûé îáúåì è  âåëè÷èíà ),,,( tzyxf  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíà èíòåãðàëîì Ô óðüå

∫
∞

∞−

= kde)t,k(f)t,r(f rki
rr)r rr

38
1
π

, (3.5)

ãäå

,rde)t,r(f)t,k(f rki∫
∞

∞−

−= rrr) rr

(3.6)

),,( zyxr =r - ðàäèóñ-âåêòîð, ),,( zyx kkkk =
r

 - âîëíîâîé âåêòîð.

Ñ÷èòàÿ ðàññìàòðèâàåìóþ òóðáóëåíòíîñòü ñòàöèîíàðíîé, îïðåäåëèì
òðåõìåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ñëó÷àéíîãî ïîëÿ :

>=< 2|)k(f|)k(F
r)r

(3.7)

Óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò â ýòîì ñëó÷àå îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè. Òðåõìåð-
íûé ñïåêòð ñâÿçàí ñ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé )(rB

r  (òåîðåìà Õèí÷èíà)

∫ −= rderBkF rki rrr rr

)(
8

1
)( 3π

(3.8)

Â òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè, ãîâîðÿ î åå ñïåêòðàëüíûõ ñâîéñòâàõ, îáû÷íî
èìåþò â âèäó ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð )(kE , êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ýíåðãèþ
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âñåõ ãàðìîíèê ñ çàäàííûì ìîäóëåì âîëíîâîãî âåêòîðà, íåçàâèñèìî îò åãî
íàïðàâëåíèÿ.

∫=
||

)()(
k

kdkFkE
r

rr
, (3.9)

èëè, â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

∫∫=
ππ

ϕϑϑ
2

0 0

2 sin)()( ddkkFkE
r

 .

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè, êîãäà )()( kFkF =
r

,
ñâÿçü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ïðîñòîé:

)(4)( 2 kFkkE π= . (3.10)

Îòìåòèì, ÷òî âñå îöåíêè äëÿ ñïåêòðàëüíûõ çàêîíîâ ðàçâèòîé òóðáó-
ëåíòíîñòè êàñàþòñÿ îáû÷íî èìåííî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà )(kE .

Åñëè â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ âäîëü îäíîé ïðÿ-
ìîé, òî ïî ýòèì èçìåðåíèÿì ìîæíî ïîñòðîèòü îäíîìåðíîå ôóðüå-
ïðåîáðàçîâàíèå. Îãðàíè÷èâàÿñü îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíî-
ñòüþ, â êîòîðîé âñå ïðÿìûå ðàâíîïðàâíû, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ 0== zy è
çàïèøåì

∫
+ ∞

∞−

−= dxe)z,y,x(f)k(f xixk
x1

)
.

Êâàäðàò ìîäóëÿ  ýòîé âåëè÷èíû åñòü îäíîìåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð

2
11 |)k(f|)k(F xx

)
= . (3.11)

×òîáû ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó îäíîìåðíûì è òðåõìåðíûì ñïåêòðàìè,
âûðàçèì èñõîäíóþ âåëè÷èíó íà ïðÿìîé 0== zy  ÷åðåç îáðàòíîå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ô óðüå. Ñ îäíîé ñòîðîíû

∫= x
ixk

x dke)k(f),,x(f x
12

100
)

π
,

à ñ äðóãîé ñòîðîíû

== ∫ ++
zyx

)kkxk(i
zyx dkdkdke)k,k,k(f),,x(f zyx 00

38
100

)

π

∫ ∫ 




= x

ixk
zy dkedkdk)k(f x

r)
24

1
2

1
ππ

.
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Òàêèì îáðàçîì,

∫= zyx dkdk)k(f)k(f
r))

21 4
1
π

,

à

∫= zyx dkdkkFkF )(
16

1
)( 41

r

π
.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ, ðàññìàòðèâàÿ ñòðóêòóðó ìåëêîìàñøòàáíîé òóð-
áóëåíòíîñòè, ìû ïîñòîÿííî áóäåì îáðàùàòüñÿ ê ñïåêòðàì, îïèñûâàåìûì
ñòåïåííûìè çàêîíàìè. Ïîêàæåì, êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ââåäåííûå ñïåê-
òðû òóðáóëåíòíîñòè ïðè ñòåïåííîé çàâèñèìîñòè ýíåðãèè îò ìàñøòàáà (âîë-
íîâîãî ÷èñëà). Ïóñòü èìååòñÿ îäíîðîäíîå èçîòðîïíîå ïîëå ñêàëÿðíîé âå-
ëè÷èíû, ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð êîòîðîé ñëåäóåò ñòåïåííîìó çàêîíó

αkkE ~)( .
Òîãäà òðåõìåðíûé ñïåêòð

2
2

2222 )(~)(
−

− ++=
α

α
zyx kkkkkF ,

à îäíîìåðíûé

∫∫ =++
−

zyzyxx dkdkkkkkF 2
2

222
1 )(~)(

α

∫∫ =













+



+=

−

−
zy

x

z

x

y
x dkdk

k
k

k
k

k
2

2
22

2 1

α

α

( )∫∫
−

++= α
α

α ξηξη xx kddk ~1 2
2

22

(ïðîâåäåíà çàìåíà ïåðåìåííûõ xzxy kkkk /;/ == ξη ).
Òàêèì îáðàçîì, â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè ýíåðãåòè-

÷åñêèé ñïåêòð )(kE  è îäíîìåðíûé ñïåêòð )(1 kF  ñëåäóþò îäíîìó ñòåïåííîìó
çàêîíó, à ñòåïåíü óáûâàíèÿ òðåõìåðíîãî ñïåêòðà ìåíüøå íà äâîéêó (ò.å.
òðåõìåðíûé ñïåêòð çíà÷èòåëüíî êðó÷å).
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3.2 Óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ

3.2.1 Óðàâíåíèå Ðåéíîëüäñà

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ Í àâüå-Ñòîêñà â òåíçîðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ

iijjiijjit fvpvvv +∂+∂−=∂+∂ − 21 νρ , (3.12)
0=∂ kk v . (3.13)

Âõîäÿùèå â íèõ âåëè÷èíû ïðåäñòàâèì â âèäå ñóìì ñðåäíèõ ïîëåé è
ïóëüñàöèé:

),(),(),( trutrUtrv iii
rrr += , ),(),(),( trptrPtrp

rrr ′+= (3.14)

Ï ðè ýòîì, ñîãëàñíî ïðèíÿòûì îïðåäåëåíèÿì, ïðåäïîëàãàþòñÿ ñëå-
äóþùèå ïðàâèëà îñðåäíåíèÿ (óãëîâûå ñêîáêè ïî-ïðåæíåìó îáîçíà÷àþò îñ-
ðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé):

;0,, === iiiii uUUUv (3.15)
;0,, =′== pPPPp (3.16)

Ðàçëîæåíèÿ (3.14) ïîäñòàâèì â èñõîäíûå óðàâíåíèÿ (3.12)-(3.13):

iijjijjiiijjijjijjijjitit fuUpPuuUuuUUUuU +∂+∂+′∂+∂−=∂+∂+∂+∂+∂+∂ − )()( 221 νρ
 (3.17)

0=∂+∂ kkkk uU , (3.18)

è ïðîâåäåì îñðåäíåíèå

iijjijjii

ijjijjijjijjitit

fuUpP

uuUuuUUUuU

+∂+∂+′∂+∂−

=∂+∂+∂+∂+∂+∂
− )()( 221 νρ

0=∂+∂ kkkk uU .

Ó÷èòûâàÿ ïðàâèëà îñðåäíåíèÿ (3.15)-(3.16), ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
Ðåéíîëüäñà:

iijjijjiijjit fuuUPUUU +∂−∂+∂−=∂+∂ − 21 νρ , (3.19)

è óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè äëÿ ñðåäíåãî ïîëÿ ñêîðîñòè
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0=∂ kkU . (3.20)

Â óðàâíåíèå Ðåéíîëüäñà äëÿ ñðåäíèõ ïîëåé âõîäèò îäíîòî÷å÷íûé
êîððåëÿöèîííûé òåíçîð ïóëüñàöèé ñêîðîñòè, íàçûâàåìûé òåíçîðîì íà-
ïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà

jiij uu=τ . (3.21)

Ýòîò òåíçîð íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç îñðåäíåííûå õàðàêòåðèñòèêè òóð-
áóëåíòíûõ ïîëåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïðåâûøàåò ÷èñëî
èìåþùèõñÿ óðàâíåíèé è ñèñòåìà (3.19)-(3.20) ÿâëÿåòñÿ íå çàìêíóòîé.

3.2.2 Ö åïî÷êà óðàâíåíèé Ô ðèäìàíà-Êåëëåðà è ïðîáëåìà
çàìûêàíèÿ

Â óðàâíåíèè Ðåéíîëüäñà ïîÿâèëàñü íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà - òåí-
çîð íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà (3.21), äëÿ êîòîðîãî òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü
ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå. Òàê êàê

itjjtijitijt uuuuuu ∂+∂=∂=∂ τ ,

òî ñíà÷àëà òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè,
äëÿ ÷åãî èç óðàâíåíèÿ (3.17) íåîáõîäèìî âû÷åñòü óðàâíåíèå (3.19). Ïîëó÷èì
(íåìûå èíäåêñû j  çàìåíåíû íà k )

iikkkikiikkikkikkit fuuupuuUuuUu ′+∂+∂−′∂−=∂+∂+∂+∂ − 21 νρ .    (3.22)

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ è äëÿ êîìïîíåíòû ju :

jjkkkjkjjkkjkkjkkjt fuuupuuUuuUu ′+∂+∂−′∂−=∂+∂+∂+∂ − 21 νρ .     (3.23)

Óðàâíåíèå (3.22) óìíîæàåòñÿ íà ju  è ñêëàäûâàåòñÿ ñ óðàâíåíèåì
(3.23), óìíîæåííûì íà iu :

ijjiikkjjkkijiji

kikjkjkikjkikikjjkkiikkjjikk

itjjti

fufuuuuupupu

uuuuuuuuuuuuUuuUuuuuU

uuuu

′+′+∂+∂−′∂+′∂−

∂−∂−∂−∂−∂−∂−∂−

=∂+∂

− )()(

)()()(
221 νρ
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Ï îñëå îñðåäíåíèÿ ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

( )
.)()( 221

ijjiikkjjkkiijji

kjikikkjjkkijikkjjt

fufuuuuupupu

uuuUuuUuuuuUuu

′+′+∂+∂−′∂+′∂−

∂−∂+∂−=∂+∂
− νρ

      (3.24)

Â óðàâíåíèè äëÿ êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ïóëüñàöèé ñêîðîñòè âòî-
ðîãî ïîðÿäêà (3.24) ïîÿâèëñÿ êîððåëÿöèîííûé òåíçîð (ìîìåíò) òðåòüåãî
ïîðÿäêà kji uuu  è íîâûå ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, îïèñûâàþùèå êîððå-
ëÿöèè ïóëüñàöèé êîìïîíåíò ñêîðîñòè ñ äàâëåíèåì è ñêîðîñòè ñî âòîðûìè
ïðîèçâîäíûìè ñêîðîñòè.

Äëÿ âíîâü ïîÿâèâøèõñÿ  ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ òàêæå ìîæíî íà-
ïèñàòü ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ òèïà (3.24), íî ïðîáëåìû ýòî íå ðåøèò,
òàê êàê â óðàâíåíèå äëÿ ìîìåíòà òðåòüåãî ïîðÿäêà âîéäóò ìîìåíò ÷åòâåð-
òîãî ïîðÿäêà è íîâûå ìîìåíòû òðåòüåãî ïîðÿäêà è òàê äàëåå. Ñèñòåìà
óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ âñå âîçðàñòàþùèõ ïîðÿäêîâ íàçûâàåòñÿ öåïî÷êîé
óðàâíåíèé Ô ðèäìàíà-Êåëëåðà è ÿâëÿåòñÿ íåçàìêíóòîé â ïðèíöèïå. Ï ðî-
áëåìà îáðûâà ýòîé öåïî÷êè è ïîëó÷åíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ
ïðîáëåìîé çàìûêàíèÿ è ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé íà ïóòè ïîñòðîå-
íèÿ ìîäåëåé òóðáóëåíòíîñòè, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ îïèñàíèÿ îñðåäíåííûõ
ïîëåé ñêîðîñòè (òåìïåðàòóðû, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè è ò.ä.).

Âñå ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè îñíîâàíû íà ðàçëè÷íûõ èñêóññòâåííûõ
ñïîñîáàõ îáðûâà öåïî÷êè óðàâíåíèé Ô ðèäìàíà-Êåëëåðà. Âñÿêàÿ ïðîöåäóðà
çàìûêàíèÿ òåì èëè èíûì ñïîñîáîì âûðàæàåò ìîìåíòû ïîðÿäêà n  ÷åðåç
ìîìåíòû íèçøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïîìîùüþ íåêèõ ãèïîòåç. Ì îäåëÿìè çàìûêà-
íèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà íàçûâàþò ìîäåëè, âûðàæàþùèå ìîìåíòû âòîðîãî ïî-
ðÿäêà ÷åðåç ìîìåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ì îäåëè çàìûêàíèÿ âòîðîãî ïîðÿä-
êà îñòàâëÿþò ìîìåíòû âòîðîãî ïîðÿäêà, âûðàæàÿ ÷åðåç íèõ ìîìåíòû
òðåòüåãî ïîðÿäêà è ò.ä. Í àçâàíèå ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè îòðàæàåò òîò
ôàêò, ÷òî âñå ìîäåëè íåïðåìåííî ñîäåðæàò êîíñòàíòû, òðåáóþùèå èõ îïðå-
äåëåíèÿ èç îïûòà.

Ï ðîáëåìó çàìûêàíèÿ ìîæíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü è íà ïðèìåðå óðàâ-
íåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ. Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî-
ëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Íàâüå-Ñòîêñà (3.12) ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ê ïîñëåäíåìó
îïåðàöèè ∇ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

)( iiijji fvvp ∂−∂∂−=∆ ρ . (3.25)

Â óðàâíåíèå (3.25) ïîäñòàâëÿåì ðàçëîæåíèÿ (3.14)

 )()(2
iiiijiijjijiij fFvvvUvUUUpP ∂+∂−+++∂−=′∆+∆ ρρ (3.26)
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è ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïîëó÷àåì

iijijiij FvvUUP ∂−+∂−=∆ ρρ )(2 . (3.27)

Òàêèì îáðàçîì, â óðàâíåíèè äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí ñíîâà ïîÿâèëñÿ
òåíçîð íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûðàçèòü ñòàòèñòè÷åñêèå
ìîìåíòû, âêëþ÷àþùèå ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ (ñì. óðàâíåíèå (3.24)), ïîòðåáó-
åòñÿ íàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíû p′, ÷òî ìîæíî ñäåëàòü, âû÷òÿ (3.27)
èç (3.26),

 [ ]iijijiijjiij fvvvvvUvUp ∂−−++∂−=′∆ )(2ρ .     (3.28)

Ýòî óðàâíåíèå âêëþ÷àåò è òåíçîð íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà è ïðîèçâå-
äåíèå ïóëüñàöèé, ÷òî íåìèíóåìî ïðèâåäåò ïðè ïîïûòêàõ íàïèñàíèÿ óðàâ-
íåíèé äëÿ ìîìåíòîâ, âêëþ÷àþùèõ ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ, ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ
ìîìåíòîâ ñòàðøèõ ïîðÿäêîâ.

3.3 Òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü

Ñàìûìè ïðîñòûìè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëè ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå òåì
èëè èíûì îáðàçîì âûðàæàþò òåíçîð íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà ÷åðåç õàðàê-
òåðèñòèêè ñðåäíåãî ïîëÿ ñêîðîñòè. Ï ðè ýòîì, ïðàêòè÷åñêè âñå ìîäåëè ïåð-
âîãî ïîðÿäêà îïåðèðóþò ïîíÿòèåì «òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü». Â íàèáîëåå
îáùåì âèäå òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü âûòåêàåò èç ôîðìóëû Áóññèíåñêà, ïðåä-
ëîæåííîé äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèåì
äëÿ âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, ïðèíÿòîì äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (1.10)







∂
∂
+

∂
∂−=

i

j

j

i
tijiij x

U

x
U

u νδτ 2

3
1 (3.25)

Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ìîëåêóëÿðíîé âÿçêîñòè, òóðáó-
ëåíòíàÿ âÿçêîñòü tν  íå ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì æèäêîñòè, à çàâèñèò îò ñàìîãî
òå÷åíèÿ è äàæå äëÿ çàäàííîãî òå÷åíèÿ ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå.
Äðóãèìè ñëîâàìè, êîíöåïöèÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè îñíîâàíà íà ðàññìîò-
ðåíèè íåêîé «òóðáóëåíòíîé æèäêîñòè», îòëè÷íîé ïî ñâîèì ñâîéñòâàì îò
âÿçêîé æèäêîñòè â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè.

Ñàìûé ïðîñòîé ïîäõîä ê ðàññìîòðåíèþ òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé ñî-
ñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü è ýíåðãèÿ
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òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé 2/2
iuk =  äëÿ äàííîãî òå÷åíèÿ åñòü âåëè÷èíû ïî-

ñòîÿííûå, íå èçìåíÿþùèåñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
Ðåéíîëüäñà (3.19) ïðèíèìàåò ïðîñòåéøèé âèä

iijjtiijjit fUPUUU +∂++∂−=∂+∂ − 21 )( ννρ . (3.26)

Í å ñìîòðÿ íà ÷ðåçâû÷àéíóþ ãðóáîñòü òàêîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, îíî ïî-
çâîëÿåò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðàâäîïîäîáíî îïèñûâàòü êðóïíîìàñøòàá-
íóþ ñòðóêòóðó òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ. Ï îëó÷åííîå ðåøåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò â
ýòîì ñëó÷àå «ëàìèíàðíûé àíàëîã» ðåàëüíîãî òå÷åíèÿ, òàê êàê ïîëó÷àåìûå
ïðîôèëè ñêîðîñòè ñîîòâåòñòâóþò ëàìèíàðíûì, à íå òóðáóëåíòíûì ðåæè-
ìàì òå÷åíèÿ. Çíà÷åíèÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè ÷àñòî ïðåâûøàþò ïðè ýòîì
ìîëåêóëÿðíóþ âÿçêîñòü íà ìíîãèå ïîðÿäêè. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷ îïè-
ñàíèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ òå÷åíèé â àòìîñôåðå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ òóð-
áóëåíòíîé âÿçêîñòè â äèàïàçîíå ñì /1010 242 ÷ , â òî âðåìÿ êàê ìîëåêóëÿðíàÿ
êèíåìàòè÷åñêàÿ âÿçêîñòü âîçäóõà ðàâíà cì /102 25−⋅  (ò.å. ðàçëè÷èå ñîñòàâëÿåò
7-9 ïîðÿäêîâ !).

3.4 Äëèíà ïóòè ñìåøåíèÿ

Ì íîãèå ïðîñòûå ñõåìû çàìûêàíèÿ îïèðàþòñÿ íà èäåþ Ïðàíäòëÿ î
äëèíå ïóòè ñìåøåíèÿ, õàðàêòåðèñòèêå ïîòîêà, ïîä êîòîðîé ïîíèìàþò ðàñ-
ñòîÿíèå, ïðîõîäèìîå æèäêîé ÷àñòèöåé ïîïåðåê ïîòîêà, ïðåæäå ÷åì ïðîèñ-
õîäèò åå ñìåøåíèå ñ îêðóæàþùåé æèäêîñòüþ. Ïîíÿòèå ïóòè ñìåøåíèÿ èñ-
õîäèò èç àíàëîãèè ìåæäó òóðáóëåíòíûì ïåðåìåøèâàíèåì è ìîëåêóëÿðíûì
ïåðåíîñîì â ãàçàõ, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ìîëåêóë îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè â
ïðîìåæóòêàõ ìåæäó ñîóäàðåíèÿìè.

Ì îäåëü Ïðàíäòëÿ ïðèìåíÿåòñÿ îáû÷íî ê ïðîñòûì ïîòîêàì, â êîòî-
ðûõ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü èìååò òîëüêî îäíó êîìïîíåíòó (ïîãðàíè÷íûå ñëîè,
êàíàëû, òðóáû). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî )0,0,( xUU =

r
, à ñóùå-

ñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ãðàäèåíò ñðåäíåé ñêîðîñòè âäîëü îñè z . Òîãäà,
ñëåäóÿ Ïðàíäòëþ (1925ã.), ìîæíî íàïèñàòü, ÷òî

2
2 






∂
∂−=

z
U

luu x
zx .  (3.27)

Ô îðìóëà (3.27) ïîëó÷àåòñÿ è èç êà÷åñòâåííûõ ñîîáðàæåíèé, èñïîëü-
çóþùèõ èäåþ òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî âå-
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ëè÷èíà ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå ïðîïîðöèîíàëüíà ãðà-
äèåíòó ñðåäíåé ñêîðîñòè, òî èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæåíèé ïîÿâëÿåòñÿ êîýô-
ôèöèåíò ñ ðàçìåðíîñòüþ äëèíû : xzi Ulu ∂≈ .  Ëîãè÷íî òàêæå ïðåäïîëîæèòü,
÷òî òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü òåì áîëüøå, ÷åì âûøå óðîâåíü òóðáóëåíòíûõ
ïóëüñàöèé. Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ñíîâà òðåáóþò íàëè÷èÿ ìíîæèòåëÿ ñ
ðàçìåðíîñòüþ äëèíû: lut ≈ν . Òîãäà

xzt Ul ∂≈ 2ν ,

÷òî â ïðèíöèïå ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå (3.27).

Ï åðå÷èñëèì íåêîòîðûå çàäà÷è, â êîòîðûõ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ãè-
ïîòåçà Ïðàíäòëÿ î ïóòè ñìåøåíèÿ.

Ñâîáîäíûé ñëîé ñî ñäâèãîì øèðèíîé d . Â ýòîì ñëó÷àå äëèíà ïóòè
ñìåøåíèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé

Cdl = ,

ãäå Ñ - ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà, âåëè÷èíà êîòîðîé èìååò ïîðÿäîê
1,0≈Ñ .
Òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé. Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàçìåð

äîìèíèðóþùèõ âèõðåé ïðîïîðöèîíàëåí ðàññòîÿíèþ îò ñòåíêè z , ïðèâîäèò
ê âûðàæåíèþ

Czl = .

Â ýòîì ñëó÷àå ýìïèðè÷åñêàÿ êîíñòàíòà 4,0≈Ñ .
Òå÷åíèå â îòêðûòîì êàíàëå. Äëÿ êàíàëà ãëóáèíîé d èñïîëüçóåòñÿ

îöåíêà

d
z

Czl −= 1 .

Ýòà ôîðìóëà ïðèìåíèìà è äëÿ çàêðûòîãî êàíàëà. Â ýòîì ñëó÷àå ãëó-
áèíà d çàìåíÿåòñÿ íà ïîëóøèðèíó 2/d . Ô îðìóëà ðàáîòàåò è â ñëó÷àå êðóã-
ëîé òðóáû (âìåñòî ãëóáèíû â íåé ïîÿâëÿåòñÿ ðàäèóñ êàíàëà). Çíà÷åíèå ýì-
ïèðè÷åñêîé êîíñòàíòû â êàæäîì ñëó÷àå ñâîå.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå äëèíû ïóòè ñìåøåíèÿ (äëèíû ïå-
ðåìåøèâàíèÿ), ïðåäëîæåííîå Ïðàíäòëåì (3.27) íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî
âîçìîæíûì. Ø èðîêî èñïîëüçóþòñÿ è íåêîòîðûå äðóãèå ìîäåëè, îïèðàþ-
ùèåñÿ íà ýòî ïîíÿòèå. Í àïðèìåð, Òåéëîð ââåë ìîäåëü, â êîòîðîé òåíçîð
íàïðÿæåíèé Ðåéíîëüäñà  äëÿ îäíîìåðíîãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà çàäàåòñÿ
âûðàæåíèåì
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xzxzx UlUuu ∂−= . (3.28)

3.5 Ì îäåëè ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè

Â îáùåì ñëó÷àå òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü ìåíÿåòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå è
ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñî âðåìåíåì, òî åñòü ),( rttt

rνν = . Ê ìîäåëÿì ïåðåíîñà òóð-
áóëåíòíîé âÿçêîñòè îòíîñÿòñÿ ìîäåëè, â êîòîðûõ äëÿ òóðáóëåíòíîé âÿçêî-
ñòè çàïèñûâàåòñÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå.

Ô îðìàëüíî, äëÿ ëþáîé ïåðåíîñèìîé òå÷åíèåì ñêàëÿðíîé âåëè÷èíû
a , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ, ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå
âèäà

DGqava jjt ++∂=∇+∂ )(
r , (3.29)

ãäå q
r - ïîòîê âåëè÷èíû a çà ñ÷åò äèôôóçèè,

      G - ñëàãàåìîå, õàðàêòåðèçóþùåå ãåíåðàöèþ âåëè÷èíû a ,
      D - ñëàãàåìîå, õàðàêòåðèçóþùåå äèññèïàöèþ ýòîé âåëè÷èíû.
 Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïîëíàÿ âÿçêîñòü (ñóììà ìîëåêóëÿðíîé è

òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòåé) åñòü ïåðåíîñèìàÿ ïîòîêîì ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, òî
äëÿ íåå ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå âèäà (3.29).

Ï ðèâåäåì â êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîé ìîäåëè ïåðåíîñà òóðáóëåíòíîé
âÿçêîñòè óðàâíåíèå, ïðåäëîæåííîå Í è è Êîâàæíûì äëÿ ïëîñêîãî ïîãðà-
íè÷íîãî ñëîÿ (Nee V., Kovasznay L. Simple phenomenological theory of tur-
bulent shear flow, Phys.Fluids, 1969, V.12, P.473-484.)

( )( ) ( )ttxzttjtjtjjtt BUAU ννννννννν +−∂+∂+∂=∂+∂ (3.30)

Âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà ïîëíîé âÿçêîñòè çàïèñàíî â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî  êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ðàâåí ýòîé æå ïîëíîé âÿçêîñòè (óñëîâèå ñàìî-
äèôôóçèè). Óðàâíåíèå âêëþ÷àåò äâå ýìïèðè÷åñêèå êîíñòàíòû. Ï àðàìåòð A
õàðàêòåðèçóåò èíòåíñèâíîñòü ãåíåðàöèè òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè çà ñ÷åò
ñäâèãà (àâòîðû ìîäåëè ïðèíèìàëè åãî çíà÷åíèå áëèçêèì ê 0,1) è ïàðàìåòð
B , õàðàêòåðèçóþùèé «ñàìîñæèãàíèå» òóðáóëåíòíîé âÿçêîñòè.

3.6 Äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè
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Áîëüøóþ ãðóïïó ìîäåëåé ñîñòàâëÿþò ìîäåëè, îñíîâàííûå íà ðàñ-
ñìîòðåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè 22

iuk = . Â ìîäåëÿõ
ýòîãî òèïà îáû÷íî ïîÿâëÿåòñÿ è âòîðàÿ âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà - ñêîðîñòü
äèññèïàöèè ýíåðãèè ε .  Òóðáóëåíòíàÿ âÿçêîñòü âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ýòè äâå
âåëè÷èíû. Ñîîáðàæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ïðèâîäÿò ê ñîîòíîøåíèþ

ε
ν

2k
Ct =

Óðàâíåíèå äëÿ ýíåðãèè ïóëüñàöèé ñêîðîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç óðàâ-
íåíèÿ (3.24), ïîëîæèâ â íåì ij =  (íå ïóòàåì â óðàâíåíèè êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ ïóëüñàöèé è èíäåêñ k ):

.
2

2

iik
i

kkikkikkt fuk
pu

uUuukUk ′+











∂−




 ′−∂−∂−=∂+∂ ν
ρ

, (3.31)

îäíàêî, ýòî óðàâíåíèå ïî-ïðåæíåìó âêëþ÷àåò íåèçâåñòíûå ìîìåíòû è
íå ñíèìàåò ïðîáëåìó çàìûêàíèÿ.

Çàìûêàíèå óðàâíåíèÿ (3.31) ïðèâîäèò ê  øèðîêîé ãðóïïå ìîäåëåé ïå-
ðåíîñà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè.  Í å ïðåòåíäóÿ äàæå íà áåãëûé îáçîð ïîëóýì-
ïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé ýòîãî òèïà, ìû òîëüêî ïðèâåäåì ïðèìåð ε−k ìîäåëè
äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â ïëîñêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ñòåíêå

( ) ( ) ενν −∂+∂∂=∂+∂+∂ 2
xztztzzzxxt UkkUkUk (3.32)

        Ðèñ.3.2.
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( ) ( )
k

CU
k

CUU xztztzzzxxt

2

2
2

1
ενεενεεε −∂+∂∂=∂+∂+∂ (3.33)

Çàìêíóòóþ ñèñòåìó îáðàçóþò ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ
(3.19),(3.20),(3.25),(3.32) è (3.33).

Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé ïîëóýìïèðè÷åñêèõ ìîäåëåé íà ðè-
ñóíêå 3.2, âçÿòîì èç êíèãè [4], ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé îñåñèììåò-
ðè÷íîãî ñëåäà çà øàðîì â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ìîäåëåé. Òî÷êàìè íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå,
ïóíêòèðíîé ëèíèåé - ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè, øòðèõ-ïóíêòèðíîé - ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ ε−k  ìîäåëè,
ñïëîøíîé -  ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ äðóãîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé
ìîäåëè, ñïåöèàëüíî ðàçðàáîòàííîé äëÿ ñâîáîäíûõ òå÷åíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, õàðàêòåðè-
çóþùèõ áîëåå ñëîæíîå òå÷åíèå, íàïðèìåð, òóðáóëåíòíóþ êîíâåêöèþ,
äîëæíû âêëþ÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû äëÿ òåìïåðàòóðíûõ ïóëüñà-
öèé è ñìåøàííûå ìîìåíòû, õàðàêòåðèçóþùèå êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêîðîñòè è
ïîëÿ òåìïåðàòóðû.

Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî ïîëóýìïèðè÷åñêèå ìîäåëè ïðåä-
ñòàâëÿþò íàèáîëåå ðàçðàáîòàííîå íàïðàâëåíèå â èçó÷åíèè òóðáóëåíòíûõ
òå÷åíèé, è ÷òî ïî íèì ñóùåñòâóåò ïîäðîáíàÿ ëèòåðàòóðà. Äëÿ íà÷àëüíîãî
ñèñòåìàòè÷åñêîãî çíàêîìñòâà ñ íèìè ìîæíî ïîðåêîìåíäîâàòü óäà÷íî ïî-
äîáðàííûå ñáîðíèêè ñòàòåé ïîä ðåäàêöèåé Ô ðîñòà è Ì îóëäåíà [4] è Êîëü-
ìàíà [5].

Ðåêîìåíäóåìàÿ ëèòåðàòóðà ê òðåòüåé ãëàâå:

À.Ñ.Ì îíèí, À.Ì .ßãëîì, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. ×.1. Ì .:
Í àóêà, 1965. 639ñ.

À.Ñ.Ì îíèí, À.Ì .ßãëîì, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèäðîìåõàíèêà. ×.2. Ì .:
Í àóêà, 1967. 720ñ.

À.Äæ.Ðåéíîëüäñ, Òóðáóëåíòíûå òå÷åíèÿ â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ.
Ì .: Ýíåðãèÿ, 1979. 408ñ.

Òóðáóëåíòíîñòü. Ï ðèíöèïû è ïðèìåíåíèÿ. Ï îä. ðåä. Ó.Ô ðîñòà,
Ò.Ì îóëäåíà. Ì .:Ì èð, 1980. 536ñ.

Ì åòîäû ðàñ÷åòà òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé. Ïîä. ðåä. Â.Êîëüìàíà. Ì .:
Ì èð, 1984. 464ñ.
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