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Система мелкой воды, поршневая модель

Задача Коши для системы мелкой воды над дном D(x , y)

ηt + div
(
D ~u

)
+ div

(
η~u
)

= 0, η|t=0 = νη0(
x − a

µ
,
y

µ
),

~ut + g gradη + 〈~u, grad〉~u = 0, ~u|t=0 = 0.

Свободная поверхность η(x , y , t) и скорость ~u(x , y , t) = (u, v),
скорость распространения волн c(x , y) =

√
gD(x , y)

равна нулю на границе области Ω: c|∂Ω = 0,
длина волны µ мала по сравнению с размерами Ω
и амплитуда ν мала по сравнению с глубиной.
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Линейные асимптотики, канонический оператор Маслова
Характеристики (X ,P) определяются
системой Гамильтона с H = |P|c(X ),
X (0) = (a, 0), P(0) = (cosψ, sinψ).
Асимптотики локализованы
в окрестности фронтов.
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Вблизи берега (координата по нормали к границе x = O(µ),
параметр вдоль границы – y):

η =
B(y)√

2|Yψ(y)|
Re

∫ ∞
0

e
ic0ρ
µ (T (y)−t)− iπm

2 J0

(B(y)ρ
√
x

µ

)
η̃0(ρn(ψ(y))) ρ dρ

u =
B(y)

√
g√

2|Yψ(y)| tg Γ(y)
Re

∫ ∞
0

e
ic0ρ
µ (T (y)−t)− iπm

2
i√
x
J1

(B(y)ρ
√
x

µ

)
η̃0ρ dρ

v = g T ′(y) η(x , y , t), B(y) = 2c0 /
√
g tg Γ(y).

Здесь T (y) – время прихода траектории на берег,
якобиан Yψ отвечает за расходимость траекторий,
Γ(y) – угол наклона дна, m – индекс Маслова–Морса.
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Простой источник и моделирование цунами

Рассмотрим источник вида η
∣∣
t=0

= η0(Mθ
x−a
µ )

(Доценко, Сергиевский, Черкасов, Секерж-Зенькович):

η0(ξ) = ν
(
1 +

ξ2
1

b2
1

+
ξ2

2

b2
2

)−3/2
, Mθ =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
:

η̃(ρn(ψ)) = νb1b2e
−ρβ(ψ), где β(ψ) =

√
b2

1 cos2 ψ + b2
2 sin2 ψ.

В формуле для решения интегралы считаются явно.
Положим B = B(y , t) = β(y) + ic0(t−T (y))

µ :

η(x , y , t) =

√
2c0 νb1b2√

g tg Γ(y)|Yψ(y)|
Re

[
e−

πim
2 B(y , t)(

B(y , t)2 +
4c2

0 x

g tg Γ(y)µ2

)3/2

]
,

Решения для других источников
(скажем, экспоненты Гаусса) можно
приближать через такие “эталонные”
решения и их производные по t.
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Метаморфоза профиля при отражении от берега

Береговая линия – каустика особого вида,
при отражении волны – преобразование Гильберта,
что связано с увеличением индекса Маслова–Морса.
(1) Волна в поршневой модели зеркально отражается

0.05 0.10 0.15 0.20
x

-0.2

-0.1

0.1

0.2

Η,v <--

0.05 0.10 0.15 0.20
x

-0.2

-0.1

0.1

0.2

Η,v -->

(2) Шапочка переходит в N-волну (Пелиновский, Мазова):
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Нелинейная задача для D(x , y) = x

Применим замену Кариера–Гринспена вдоль x :

z = x + η, τ = t − u, y = y ,

N = η + u2/2, U = u, V = v .

Якобиан JCG = 1 + Uτ − Nz − UτNz + UUz + NτUz .
Получим систему со слабым нелинейным возмущением

Nτ + (zU)z + zVz = R1, Uτ + Nz = R2, Vτ + Ny = R3.

На асимптотиках линейной системы: JCG = 1 + O(ν/µ2),
R1,R2,R3 = O(µ+ ν/µ2).
При ν � µ2 опрокидывания нет и работает теория возмущений.
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Спасибо за внимание!

Вопросы?
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