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Ëèíåéíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ìîäåëü
ïîâåðõíîñòíûõ âîëí

Ðàññìîòðèì ëèíåàðèçîâàííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïîòåíöèàëà
ñêîðîñòåé Φ(x, y, t), x = (x1, x2), −D(x) ≤ y ≤ 0 æèäêîñòè,
íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè â áåçãðàíè÷íîì ïî ãîðèçîíòàëè
áàññåéíå ïåðåìåííîé ãëóáèíû D(x). Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ
ñèñòåìà èìååò âèä

h2∆xΦ + Φyy = 0, ïðè −D(x) < y < 0

[Φy + h2〈∇D,∇Φ〉]y=−D(x) = 0, [h2Φtt + Φy]y=0 = 0

ãäå D(x) � ãëóáèíà áàññåéíà â òî÷êå x, h << 1 � îòíîøåíèå
ãëóáèíû ê òèïè÷íîìó ãîðèçîíòàëüíîìó ìàñøòàáó. Äëÿ ýòîé ñèñòåìû
èçó÷àåòñÿ çàäà÷à Êîøè�Ïóàññîíà

Φ|y=0,t=0 = 0,
∂Φ

∂t
|y=0,t=0 = −V (x/µ)

ãäå µ << 1 è ïðè ýòîì ïàðàìåòð δ := h/µ îãðàíè÷åí. Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü âîçâûøåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè

η(x, t) = −h∂Φ

∂t
|y=0

.



Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

Â ðàáîòå Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâà, Â. Å. Íàçàéêèíñêîãî �Ïðîêîëîòûå
ëàãðàíæåâû ìíîãîîáðàçèÿ è àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âîëí íà âîäå ñ ëîêàëèçîâàííûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè�
(Ìàòåì. çàìåòêè, 101:6, 2017) ïîñòðîåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå

ηas(x, t) =
h

δ2
ReKh

Λ2
t
Ṽ (

α

δ
) (1)

ãäå Λ2
t � ëàãðàíæåâà ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì

ñäâèãà äâóìåðíîé ïëîñêîñòè (X = 0, P = α ∈ R2) âäîëü òðàåêòîðèé
ñèñòåìû Ãàìèëüòîíà çà âðåìÿ t

ẋ = Hp, ṗ = −Hx

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H(x, p) =
√
|p| tanh(D(x)|p|),

Kh
Λ2
t
� êàíîíè÷åñêèé îïåðàòîð íà Λt (ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì h),



Ïîâåðõíîñòü Λ2
t ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ñ êðàåì Γt, êîòîðûé

ÿâëÿåòñÿ íåñòàíäàðòíîé êàóñòèêîé. Ïðîåêöèÿ êðàÿ Γt íà
êîîðäèíàòíîå ïðîñòðàíñòâî äàåò ïåðåäíèé ôðîíò âîëíû γt.

Ýòîò êðàé Γt = {(x, p) ∈ R4 : p = P 0(t, φ), x = X0(t, φ)}
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì X0(t, φ), P 0(t, φ) ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

ẋ = H0
p , ṗ = −H0

x, p|t=0 = n(φ), x|t=0 = 0

ñ ãàìèëüòîíèàíîì H0(x, p) = |p|
√
D(x).



Îáðàçîâàíèå ôîêàëüíûõ òî÷åê
K - ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà, L - ñáîðêà, M - ñêëàäêà.



Ôîðìóëà â ðåãóëÿðíûõ òî÷êàõ

ηas(x, t) =

√
µ

|Xφ|
4

√
D(0)

D(X(t, φ))
Re

[
e−iπ/4−iπm/2√

2π∫ ∞
0

√
ρe

i
µ (ρ∆+δ2ρ3Θ(t,x,φ))Ṽ (ρn(φ))dρ

]
,

ãäå

Θ(t, x, φ) =
D

3
2 (0)

6

∫ t

0

D(X(τ, φ))dτ, ∆ = 〈P (t, φ), x−X(t, φ)〉

à φ = φ(t, x) íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ 〈Xφ(t, φ), x−X(t, φ)〉 = 0.

• µ � îòíîøåíèå õàðàêòåðíîãî ðàäèóñà èñòî÷íèêà ê ðàññòîÿíèþ îò x0

äî òî÷êè íàáëþäåíèÿ,

• δ� îòíîøåíèå õàðàêòåðíîé ãëóáèíû ê ðàäèóñó èñòî÷íèêà.

• Ôîðìóëà ðàâíîìåðíà ïî 1 >> h ≥ µ > 0.

• δ � ïàðàìåòð, îòâå÷àþùèé çà ýôôåêòû äèñïåðñèè, ÷åì áîëüøå δ,
òåì îíè ñèëüíåå.



Èñòî÷íèê ñïåöèàëüíîãî âèäà
Ïðåäûäóùèé èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè â
ñëó÷àå, åñëè íà÷àëüíîå âîçâûøåíèå âûáðàòü â ñïåöèàëüíîì âèäå:

V (y) = V 0(T (θ)y), T (θ) =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
, V 0(y) =

A

(1 +
y21
b21

+
y22
b22

)
3
2

Òîãäà

Ṽ (ρn(φ)) = Ab1b2e
−ρσ(φ,θ), σ =

√
b21 cos2(φ− θ) + b22 sin2(φ− θ)

ηas =
Ab1b2µ

3
2

h
√
|X0

φ(t, φ(x, t))|
4

√
D(0)

D(X0(t, φ(x, t)))

Re[e−iπm/2U(z)]√
Θ(x, t, φ(x, t))

U(z) = − π√
6

d(Ai2(z) + iAi(z)Bi(z))

dz

z =
∆(x, t) + iµσ

3
√

12h
2
3

3
√

Θ(x, t, φ(x, t))



Ýôôåêòû äèñïåðñèè

  слабая дисперсия, delta = 0.05

сильная дисперсия, 
delta = 0.8



Áûñòðî îñöèëëèðóþùåå äíî
Áûñòðûå èçìåíåíèÿ ãëóáèíû äàþò õâîñòîâûå âîëíû (ïîñëå
ïðîâåäåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñðåäíåíèÿ).

(2)

(3)



Ìû ñòðîèì óñðåäíåííîå óðàâíåíèå äëÿ çàäà÷è Êîøè ñ
ëîêàëèçîâàííîé íà÷àëüíîé ôóíêöèåé äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ
áûñòðîìåíÿþùåéñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. Â äàííîì
ñëó÷àå âîëíâîå óðàâíåíèå çàïèñàíî â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå

∂2

∂t2
u = C2

(
θ(x)

ε
, x

)
∆u, x ∈ Rn. (4)

Çäåñü ôóíêöèè θk(x), k = 1, . . . , m � ãëàäêèå âåùåñòâåííûå

ôóíêöèè ò.÷. ðàíã ìàòðèöû ∂θk(x)
∂xj

ðàâåí m ïðè âñåõ x. Ôóíêöèÿ

C2(y, x), y ∈ Rn ÿâëÿåòñÿ 2π-ïåðèîäè÷íîé ïî êàæäîé ïåðåìåííîé yj
è ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé è ãëàäêîé ïî âñåì ïåðåìåííûì, à òàêæå
îòäåëåíà îò íóëÿ êîíñòàíòîé. Ïàðàìåòð ε� 1 � ìàëûé ïàðàìåòð,
îòâå÷àþùèé ñêîðîñòè áûñòðûõ îñöèëëÿöèé, îïèñûâàåìõ ôàçàìè
θk(x)/ε.



Îïðåäåëèì ôóíêöèþ q(x) ñëåäóþùèì îáðàçîì

q2(x) =

〈
1

C2(y, x)

〉−1

Tn
=

 1

(2π)n

∫
Tn

dy

C2(y, x)

−1

. (5)

Òàêæå îïðåäåëèì ôóíêöèþ ψ2 êàê ðåøåíèå çàäà÷è íà ÿ÷åéêå

−∆θ
yψ2 =

q2(x)− C2(y, x)

C2(y, x)
, 〈ψ2(y, x)〉Tn = 0. (6)

Çäåñü ∆θ
y = 〈∇θy, ∇θy〉, ãäå ∇θy = Θ∇y =

m∑
j=1

∇θj(x) ∂
∂yj

, à âåêòîð

Θ(x) = (θ1(x), . . . , θm(x)).



Òîãäà äëÿ óñðåäíåííîé çàäà÷è ñïðàâåäëâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ

Theorem

Ïóñòü ε ∼ µ3/2, òîãäà óñðåäíåííàÿ çàäà÷à Êîøè èìååò âèä

vtt(x, t) = q2(x)∆v(x, t) + ε2〈|∇θyψ2|2〉Tnq(x)∆2v(x, t). (7)

v|t=0 = V (x/µ), vt|t=0 = 0.

Ïðè ýòîì äëÿ ïîãðåøíîñòè z(x, t) = u(x, t)− v(x, t) ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

‖z(x, t)‖L2,C
= O(µ), (8)

ïðè t ∈ [0, T ], ãäå T îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé èíòåðâàë ïî âðåìåíè.



Theorem

Â îêðåñòíîñòè ïåðåäíåãî ôðîíòà â íåîñîáûõ òî÷êàõ àñèìïòîòèêà

èìååò âèä

v(x, t) =

√
µ√

|X0
ψ(t, ψ)|

4

√
q(0)

q(X0(t, ψ))
e
−

t∫
0

〈∇q(X0(τ, ψ)),P0(τ, ψ)〉
|P0(τ, ψ)|

dτ
× (9)

×Re

[
e−iπm/2e−iπ/4√

2π

+∞∫
0

√
ρṼ (ρn(ψ))f(ρ)×

× exp

(
i

µ

(
ρ〈P 0(t, ψ), x−X0(t, ψ)〉 − ρ3 ε

2

µ2
Q(t, ψ)

))∣∣∣∣
ψ=ψ(x, t)

dρ

]
,

ãäå ôóíêöèÿ Q(t, ψ) èìååò âèä

Q(t, ψ) =
1

2

t∫
0

〈|∇θyψ2(y, x)|x=X0(τ, ψ)|2〉T 2 |P 0(τ, ψ)|3dτ.



Thank you for your attention!


